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ÇÄêàÄñàéççÄü åéÑÖãú çÖÉéãéçéåçõï 4D-ëêÖÑ

 

ÑÎfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ÏÓ‰ÂÎÂÈ ÌÂ„ÓÎÓÏÌ˚ı ÒÂ‰ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚È ÔÓ‰-
ıÓ‰, ÓÒÌÓ‚‡ÌÌ˚È Ì‡ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÂ ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Ò‚flÁÂÈ ‚ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏÓÈ
ÒÂ‰Â Ë ÔÓÒÚÓÂÌËË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚ı ÙÓÏ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÏÌÓ-
ÊËÚÂÎÂÈ ã‡„‡ÌÊ‡ (“ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ” ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚È ÔËÌˆËÔ).

ÑÎfl ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍË ÏÓ‰ÂÎË ÔËÏÂÌflÂÚÒfl ÙÓÏ‡Î¸ÌÓÂ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ÍÓÌÚËÌÛ-
‡Î¸ÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ÏÂı‡ÌËÍË ‰ÂÙÓÏËÛÂÏÓ„Ó Ú‚Â‰Ó„Ó ÚÂÎ‡, ÔË ÍÓÚÓÓÏ ‚‚Ó-
‰ËÚÒfl ‚ ‡ÒÒÏÓÚÂÌËÂ ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌÓÂ (4D) ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ·˚ÚËÈ Ò ˜ÂÚ˚Âı-
ÏÂÌ˚Ï ‚ÂÍÚÓÓÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ÒÂ‰˚. ÇÂÏfl ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚
Ó·Ó·˘ÂÌÌÛ˛ ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl Í‡Í Ó‰Ì‡
ËÁ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Ò‚flÁÂÈ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl
ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl äÓ¯Ë, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â
4D-‰ÂÙÓÏ‡ˆËË ÔÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï 4D-ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflÏ. ìÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ
Ó·˘ËÈ ‚Ë‰ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ‰Îfl ÌÂ„ÓÎÓÌÓÏÌ˚ı ÒÂ‰, ÍÓÚÓ˚Â
ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÛÒÎÓ‚ËÈ ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚË ‚ÓÁÏÓÊÌÓÈ ‡·ÓÚ˚
‚ÌÛÚÂÌÌËı ÒËÎÓ‚˚ı Ù‡ÍÚÓÓ‚. á‡ÔËÒ‡ÌÓ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ÌÂ„Ó-
ÎÓÌÓÏÌ˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÒÂ‰ Ë ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ì‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl Í‡Â‚‡fl (Ì‡-
˜‡Î¸ÌÓ-Í‡Â‚‡fl) Á‡‰‡˜‡. ê‡ÒÒÏÓÚÂÌ ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÏÓ-
‰ÂÎË. Ç ‡ÏÍ‡ı ˜‡ÒÚÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÚÂÔÎÓÔÓ-
‚Ó‰ÌÓÒÚË, ‰‡Ì‡ Ú‡ÍÊÂ Ú‡ÍÚÓ‚Í‡ „ËÔÓÚÂÁ îÛ¸Â Ë Ñ˛‡ÏÂÎfl–çÂÈÏ‡Ì‡.

 

1. Ç‚Â‰ÂÌËÂ.

 

 àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ˜ÚÓ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚Â ÔÓ‰ıÓ‰˚ ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ‚ÂÒ¸Ï‡ ˝ÙÙÂÍÚË‚-
Ì˚ÏË ÔË ÔÓÒÚÓÂÌËË ÏÓ‰ÂÎÂÈ ÒÔÎÓ¯Ì˚ı ÒÂ‰ [1–5]. èÓÔ˚ÚÍË Ó·Ó·˘ËÚ¸ ÏÓ‰ÂÎË ÌÂ„Ó-
ÎÓÏÌ˚ı ÒÂ‰ Ì‡ 4D-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ·˚ÚËÈ Ò ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚ı ÔÓ‰ıÓ‰Ó‚
·˚ÎË ‰‡Ì˚ ‚ ‡·ÓÚ‡ı [4, 5]. èË ˝ÚÓÏ ‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ‚ ÒÂ‰‡ı Ò
Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÒfl ËÁ‚ÂÒÚÌ˚È ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚È ÔÓ‰ıÓ‰, ‡Á‚ËÚ˚È
ã.à. ëÂ‰Ó‚˚Ï Ë Â„Ó Û˜ÂÌËÍ‡ÏË [1–5 Ë ‰.]. îÓÏ‡Î¸ÌÓ, ‚ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÏ ÔÓ‰ıÓ‰Â ã.à. ëÂ-
‰Ó‚‡ ÒÔËÒÍË ‡„ÛÏÂÌÚÓ‚ (ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÂ Ô‡‡ÏÂÚ˚) ‚ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ı, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı
Ó·‡ÚËÏ˚Ï ÔÓˆÂÒÒ‡Ï, Ë ‚ ÎËÌÂÈÌÓÈ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÈ ÙÓÏÂ, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ÂÈ ÌÂÓ·‡ÚË-
Ï˚Â ÔÓˆÂÒÒ˚, ÌË˜ÂÏ ÌÂ Ò‚flÁ‡Ì˚. éÌË ‚˚·Ë‡˛ÚÒfl, ËÒıÓ‰fl ËÁ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÙËÁË˜ÂÒÍËı
ÒÓÓ·‡ÊÂÌËÈ. éÒÓ·ÂÌÌÓÒÚ¸ ‡Á‚Ë‚‡ÂÏÓ„Ó ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ ÔÓ‰ıÓ‰‡ Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl ‚ ÚÓÏ,
˜ÚÓ ÒÔËÒÍË ‡„ÛÏÂÌÚÓ‚ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î‡ı ÊÂÒÚÍÓ ÙËÍÒËÓ‚‡Ì˚ ‚˚·Ó-
ÓÏ ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Ò‚flÁÂÈ.

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÒÚ‡Ú¸Â ‡Á‚Ë‚‡ÂÚÒfl ÙÓÏ‡Î¸ÌÓÂ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó
ÏÂÚÓ‰‡ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÏÓ‰ÂÎË ÒÂ‰˚ Ì‡ ÒÎÛ˜‡È ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌ˚ı ÌÂ„ÓÎÓÏÌ˚ı ÒÂ‰. èË Ú‡-
ÍÓÈ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ ‚ÂÏfl ‚˚ÒÚÛÔ‡ÂÚ ÌÂ Í‡Í Ô‡‡ÏÂÚ, ‡ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ‡‚ÌÓÔ‡‚ÌÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡-
Ú˚ Ì‡fl‰Û Ò ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË. èË‚Â‰ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÔÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸Ì˚Â
ÒÓÓ·‡ÊÂÌËfl. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ‰Îfl ÔÎÓÒÍÓÈ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÚÂ-
ÏÓÛÔÛ„ÓÒÚË.
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éÒÛ˘ÂÒÚ‚ËÏ ÙÓÏ‡Î¸ÌÛ˛ Á‡ÏÂÌÛ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı, ÔËÌfl‚

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÔÓÎÛ˜ËÏ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÒËÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ:

ì‡‚ÌÂÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ÔËÓ·ÂÚ‡˛Ú ‚Ë‰ ÔÂ‚˚ı ‰‚Ûı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ÒÚ‡ÚË˜Â-
ÒÍÓÈ ÚÂıÏÂÌÓÈ Á‡‰‡˜Ë ÚÂÓËË ÛÔÛ„ÓÒÚË ‰Îfl ÒÂ‰˚, Ú‡ÌÒ‚ÂÒ‡Î¸ÌÓ-ËÁÓÚÓÔÌÓÈ ‚ Ì‡-
Ô‡‚ÎÂÌËË ÓÒË 

 

OZ

 

, „‰Â ÌÓ‚‡fl ÓÒ¸ 

 

OZ

 

 fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ‡‚ÌÓÔ‡‚ÌÓÈ ÓÒ¸˛, ıÓÚfl, ÔÓ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û, fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÈ ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÓÒ¸˛. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‚ÂÏfl ÙÓÏ‡Î¸ÌÓ
ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ‡‚ÌÓÔ‡‚ÌÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ ÔÓ ÓÚÌÓ¯ÂÌË˛ Í ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï ı Ë 

 

y

 

. èË ˝ÚÓÏ
ÔÓËÒıÓ‰ËÚ Ë ÙÓÏ‡Î¸ÌÓÂ ‡Ò¯ËÂÌËÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ Â¯ÂÌËÈ. àÌ˚ÏË ÒÎÓ‚‡ÏË, ÚÂ·Û-
ÂÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ‡Ò¯ËÂÌÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Â¯ÂÌËÈ ‚ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflı
(

 

U

 

, 

 

V

 

, 

 

R

 

) Ë ÔÓÒÚÓËÚ¸ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ “‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl” ‚ ‡Ò¯ËÂÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚Â. èÓ ‚ÒÂÈ ‚Ë‰ËÏÓÒÚË, ˝ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰ÓÎÊÌÓ ËÏÂÚ¸ ÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ Í Û‡‚ÌÂÌË˛ ÚÂÔÎÓ-
ÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË ËÎË ·‡Î‡ÌÒ‡ ÏÓ˘ÌÓÒÚÂÈ.

èË‚Â‰ÂÌÌ˚È ÔËÏÂ ÚÂ·ÛÂÚ ÓÚÍ‡Á‡ ÓÚ ÒÚ‡‚¯Â„Ó ÛÊÂ Ú‡‰ËˆËÓÌÌ˚Ï ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËfl
Ó· ËÁÓÚÓÔÌÓÒÚË ÒÂ‰ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó. Ç ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ ÓÌÓ Á‡ÏÂÌflÂÚÒfl
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂÏ Ó Ú‡ÌÒ‚ÂÒ‡Î¸ÌÓÈ ËÁÓÚÓÔÌÓÒÚË ÒÂ‰ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ‚ÂÏÂÌË 

 

t

 

. éÚÏÂ-
ÚËÏ, ˜ÚÓ, ‰Îfl ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ Ì‡ÍÓÔÎÂÌÌ‡fl ˝ÌÚÓÔËfl ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÚÂÎÂ ÏÓ-
ÊÂÚ ÒÎÛÊËÚ¸ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓÈ ÏÂÓÈ ‚ÂÏÂÌË ÔÓˆÂÒÒ‡ ‚ ˝ÚÓÈ ÚÓ˜ÍÂ. ÖÒÎË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Ú‡-
ÍÛ˛ ¯Í‡ÎÛ ‚ÂÏÂÌË Ë ÔËÏÂÌËÚ¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˛ Ò Á‡‰‡˜‡ÏË ÚÂÓËË ÛÔÛ„ÓÒÚË, ÚÓ ÒÎÛ˜‡È Ó·-
‡ÚËÏ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ fl‚ÎflÂÚÒfl Á‰ÂÒ¸ “ÔÎÓÒÍÓÈ” Á‡‰‡˜ÂÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ÂÏÂÌË ÔÓˆÂÒÒ‡.

“äËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ” ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚È ÔËÌˆËÔ [7] ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÙÓÏ‡Î¸ÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÔÓÎ-
ÌÛ˛ ÍÓÂÍÚÌÛ˛ Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÛ˛ ÏÓ‰ÂÎ¸ ÒÂ‰˚ ‚ ‡Ò¯ËÂÌÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, Ú.Â.
ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ú¸ ÒËÒÚÂÏÛ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ Ë ‰‡Ú¸ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÛ Í‡Â‚ÓÈ Ë
Ì‡˜‡Î¸ÌÓÈ Á‡‰‡˜.

 

2. äËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ÏÓ‰ÂÎËÛÂÏÓÈ ÒÂ‰˚.

 

 á‡ÔË¯ÂÏ ÒËÒÚÂÏÛ ÍËÌÂÏ‡ÚË-
˜ÂÒÍËı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ, Ë ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ÒÔËÒÓÍ ‡„ÛÏÂÌÚÓ‚ (ÒËÒÚÂÏÛ ËÒÍÓ-
Ï˚ı ÙÛÌÍˆËÈ) ‚ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÈ ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÂ Á‡‰‡˜Ë. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‚ÍÎ˛˜ËÏ ‚ÂÏfl ÔÓˆÂÒ-
Ò‡ ‚ Ó·Ó·˘ÂÌÌÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú, ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛˘Û˛Òfl ÔË ÓÔËÒ‡ÌËË ÒÂ‰˚. Ç‚Â‰ÂÏ
4

 

D

 

-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ·˚ÚËÈ Ò 4D-‚ÂÍÚÓÓÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÒÏÂ˘ÂÌËÈ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏÓÈ ÒÂ‰˚.
ëËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú 4D-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ÏË

 

x

 

1

 

, 

 

x

 

2

 

, 

 

x

 

3

 

 Ë ˜ÂÚ‚ÂÚÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÓÈ 

 

x

 

4

 

. èÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ˜ÂÚ‚ÂÚÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚
‚˚ÒÚÛÔ‡ÂÚ ÌÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÂ ‚ÂÏfl (

 

x

 

4

 

 = 

 

i

 

υ

 

t

 

, 

 

υ

 

 – ÌÓÏËÓ‚Ó˜Ì˚È ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ, 

 

t

 

 – ‚ÂÏfl).
èÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÚÂıÏÂÌ˚È ‚ÂÍÚÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ÒÔÎÓ¯ÌÓÈ ÒÂ‰˚ Ò ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË

 

r

 

i

 

(

 

x

 

1

 

, 

 

x

 

2

 

, 

 

x

 

3

 

) ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û Â¯ÂÌËÈ ÏÂı‡ÌËÍË ‰ÂÙÓÏËÛÂÏ˚ı ÒÂ‰, ÔÓÌË-
Ï‡ÂÏ˚ı ‚ Ó·˚˜ÌÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ. ùÚÓ ÚÂıÏÂÌÓÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó Â¯ÂÌËÈ fl‚ÎflÂÚÒfl „ËÔÂÔÎÓÒ-
ÍÓÒÚ¸˛ ‚ ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Â¯ÂÌËÈ. Ç‚Â‰ÂÏ ÓÚ 

 

N

 

i

 

 fl‚Îfl˛˘ËÈÒfl ‚ÂÍÚÓÓÏ
ÌÓÏ‡ÎË Í Ú‡ÍÓÈ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚË. íÓ„‰‡ ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ Ë 4D-‚ÂÍÚÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı
ÒÏÂ˘ÂÌËÈ 

 

R

 

i

 

 (

 

i

 

 = 1, 2, 3, 4). èÂ‚˚Â ÚË ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÒÏÂ˘ÂÌËÈ fl‚-
Îfl˛ÚÒfl Ú‡‰ËˆËÓÌÌ˚ÏË ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ÏË ÚÂıÏÂÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏÓÈ
ÒÂ‰˚: 
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δ
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N

 

j

 

). óÂÚ‚ÂÚ‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡ ‡‚Ì‡ ÔÓÂÍˆËË 4D-‚ÂÍÚÓ‡ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl
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  G Λ+( )∂R
∂z
------++ + + 0=
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Ì‡ ÓÒ¸ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú x4 Ë ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÌÂÍÓÚÓÓÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ: RiNi = iυR. îËÁË˜Â-
ÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ÒÏÂ˘ÂÌËfl R ÔÓÍ‡ ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÓÚÍ˚Ú˚Ï.

éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‰Îfl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ 4D-‚ÂÍÚÓ-
‡ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ

(2.1)

äÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl 4D-ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Ri ‚˚·Ë‡˛ÚÒfl ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı
ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÏÓ‰ÂÎË.

ç‡fl‰Û Ò ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÎÂÏ 4D-ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Ri ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‚‚ÂÒÚË Ë ÚÂÌÁÓÌÓÂ ÔÓÎÂ
4D-‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ, ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚Îfl˛ÚÒfl ‰Îfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ ÏÓ‰ÂÎË Á‡‚ËÒË-
Ï˚ÏË ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÏË Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË ÏÓ‰ÂÎË. ëËÏÏÂÚË˜Ì˚È ÚÂÌÁÓ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ‰Â-
ÙÓÏ‡ˆËÈ εij ÓÔÂ‰ÂÎËÏ ÔÓ ‚ÂÍÚÓÛ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı 4D-ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Ri Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ Ó·Ó·-
˘ÂÌÌ˚ı Ì‡ 4D-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ äÓ¯Ë:

(2.2)

èÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ÚÂÌÁÓ 4D-‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ εij ‚ ‚Ë‰Â ‡ÁÎÓÊÂÌËfl Ì‡ “3-ÚÂÌÁÓ” ÔÓÒÚ‡Ì-
ÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ, “3-‚ÂÍÚÓ” ‚ÂÏÂÌÌ˚ı Ò‰‚Ë„Ó‚ sk (˜ÂÚ‚ÂÚ˚È ‚ÂÍÚÓ-ÒÚÓÎ·Âˆ
i = 1, 2, 3; j = 4, i ≠ 4 Ë ˜ÂÚ‚ÂÚ‡fl ‚ÂÍÚÓ-ÒÚÓÍ‡ i = 4, j = 1, 2, 3; j ≠ 4), ÍÓÚÓ˚È ·Û‰ÂÏ Ú‡Í-
ÚÓ‚‡Ú¸ Í‡Í Ó·Ó·˘ÂÌÌÛ˛ ÒÍÓÓÒÚ¸ Ë “ÒÍ‡Îfl” S (ÔÓÒÎÂ‰ÌËÈ ‰Ë‡„ÓÌ‡Î¸Ì˚È ˝ÎÂÏÂÌÚ ‚ Ï‡Ú-
ËˆÂ 4D-‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ i = 4, j = 4), ÍÓÚÓ˚È ·Û‰ÂÏ Ú‡ÍÚÓ‚‡Ú¸ Í‡Í ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ˝ÌÚÓÔËË

(2.3)

„‰Â S – ˝ÌÚÓÔËfl, γij – “3D-ÚÂÌÁÓ ‰Â‚Ë‡ÚÓ”, θ – ‡ÏÔÎËÚÛ‰‡ “¯‡Ó‚Ó„Ó 3D-ÚÂÌÁÓ‡”, sk
(ËÎË υk) – Ó·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸.

àÁ (2.3) ÏÓÊÌÓ ‚˚‰ÂÎËÚ¸ 3D-ÚÂÌÁÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ eij ‚ ÚÂıÏÂÌÓÏ
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â Ò ÒËÒÚÂÏÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú x1, x2, x3 ‚ ‚Ë‰Â ‡ÁÎÓÊÂÌËfl Ì‡ Ó·˚˜Ì˚È ÚÂÌÁÓ ‰Â‚Ë-
‡ÚÓ γij Ë ¯‡Ó‚ÓÈ ÚÂÌÁÓ ‚ ÚÂıÏÂÌÓÏ Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â:

(2.4)

R j r j iυRN j, rk+ R j δkj NkN j–( ), r jN j 0= = =

εij
1
2
---

∂Ri

∂x j
-------- 1

2
---

∂Ri

∂x j
--------+=

εij γnmΓ injm θ δij NiN j–( )/3 2skSijk SNiN j+ + +=

γij

∂Rn

∂xm
---------Γ injm

1
2
---

∂ri

∂x j
-------- 1

2
---

∂r j

∂xi
------- 1

3
---

∂rk

∂xk
--------δij–+

∂Rn

∂xm
--------- 1/2 δin NiNn–( ) δjm N jNm–( ) +[= = =

+ 1/2 δim NiNm–( ) δjn N jNn–( ) 1/3 δnm NnNm–( ) δij NiN j–( )– ]

θ
∂Rn

∂xm
--------- δnm NnNm–( )

∂rk

∂xk
-------- i j k, , 1 2 3, ,=( ), sk

∂Rn

∂xm
---------Snmk= = =

sk = 
∂Rn

∂xm
---------Snmk = 

∂Rn

∂xm
--------- 1

2
---Nn δkm NkNm–( )

1
2
---Nm δkn NkNn–( )+  = 

1
2iυ
--------

∂rk

∂t
------- υ2 ∂R

∂xk
--------– 

   = 
1

2iυ
--------υk

Γ injm
1
2
--- δin NiNn–( ) δjm N jNm–( ) 1

2
--- δim NiNm–( ) δjn N jNn–( ) –+=

–
1
3
--- δnm NnNm–( ) δij NiN j–( )

Snmk
1
2
---Nn δkm NkNm–( ) 1

2
---Nm δkn NkNn–( )+ , S

∂Ri

∂x j
--------NiN j= =

eij γnmΓ injm θ δij NiN j–( )/3+=
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á‰ÂÒ¸ γij Ë θ(δij – NiNj) – Ó·˚˜Ì˚Â ÚÂıÏÂÌ˚Â ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÚÂÌÁÓ‡ ‰Â‚Ë‡ÚÓ‡ Ë ¯‡Ó‚Ó-
„Ó ÚÂÌÁÓ‡ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ ‚ ÚÂıÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (2.4),
ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÂ ÚÂÌÁÓ ÚÂıÏÂÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ eij, Á‡ÔËÒ‡Ì˚ ‚ ËÒ-
ıÓ‰ÌÓÈ ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú.

å‡ÚËˆ‡ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÒÓ·˚ÚËÈ Ò ÒËÒÚÂÏÓÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú x1,
x2, x3 Ë x4. àÏÂÂÚ, ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ, ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚Ë‰ (ÒÏ. (2.3), (2.4)):

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ “ÚÂıÏÂÌ˚Â ÚÂÌÁÓ˚” γij Ë θ(δij – NiNj), “3-‚ÂÍÚÓ” sk Ë “cÍ‡Îfl” S ‚ ÒÓÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËflı (2.3) Ë (2.4) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÚÂÌÁÓ‡ÏË, ‚ÂÍÚÓÓÏ Ë ÒÍ‡ÎflÓÏ ÚÓÎ¸ÍÓ
‰Îfl ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚË ËÁÓÚÓÔËË. èË ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ÔÂÓ·-
‡ÁÓ‚‡ÌËflı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÓÌË ‚Â‰ÛÚ ÒÂ·fl Í‡Í ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ Â‰ËÌÓ„Ó Ó·˙-
ÂÍÚ‡ – ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó 4D-ÚÂÌÁÓ‡ ‚ÚÓÓ„Ó ‡Ì„‡.

3. Ç‡Ë‡ˆËÓÌÌ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÒÂ‰˚. àÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl “ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ” ‚‡Ë‡-
ˆËÓÌÌ˚È ÔÓ‰ıÓ‰, ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÍÓÚÓ˚Ï ÒÌ‡˜‡Î‡ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ Ò‚fl-
ÁË ‚ ÒÂ‰Â, ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚÒfl ÒËÒÚÂÏ‡ ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ı ‡„ÛÏÂÌÚÓ‚ (ËÒÍÓÏ˚ı ÙÛÌÍˆËÈ). á‡-
ÚÂÏ ÔÓÒÚÛÎËÛÂÚÒfl ‚ÓÁÏÓÊÌ‡fl ‡·ÓÚ‡ ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÒËÎ, Í‡Í ‚ÓÁÏÓÊÌ‡fl ‡·ÓÚ‡ Â‡ÍÚË‚-
Ì˚ı ÒËÎÓ‚˚ı Ù‡ÍÚÓÓ‚ Ì‡ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÒÂ‰Â ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Ò‚flÁflı. ÇÓÁÏÓÊÌ‡fl
‡·ÓÚ‡ ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÒËÎ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏ˚ ‚‡Ë‡ˆËÈ Ò‚ÓËı ‡„ÛÏÂÌ-
ÚÓ‚. Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ˝Ú‡ ÙÓÏ‡ ÌÂ ËÌÚÂ„ËÛÂÏ‡. é‰Ì‡ÍÓ ÂÂ ÏÓÊÌÓ ‡Á‰ÂÎËÚ¸ Ì‡ ËÌÚÂ-
„ËÛÂÏÛ˛ Ë ÌÂ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÛ˛ ˜‡ÒÚË. àÌÚÂ„ËÛÂÏ‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ó·‡ÚËÏ˚Ï
ÔÓˆÂÒÒ‡Ï Ë ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ‡ Í‡Í ‚‡Ë‡ˆËfl ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË. ÑÎfl ÎË-
ÌÂÈÌ˚ı ÒÂ‰ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl fl‚ÎflÂÚÒfl Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ Ò‚ÓËı ‡„ÛÏÂÌÚ‡ı.
çÂËÌÚÂ„ËÛÂÏ‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚Ï ÔÓˆÂÒÒ‡Ï ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË Ë ÔÓ ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌË˛ ‰Îfl ÌËı ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË.

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl “ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍËÈ” ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚È ÔËÌˆËÔ, Á‡ÔË¯ÂÏ:

(3.1)

á‰ÂÒ¸ δ  – ‚ÓÁÏÓÊÌ‡fl ‡·ÓÚ‡ ÒËÎ Â‡ÍˆËË ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Ò‚flÁÂÈ, δA – ‚ÓÁÏÓÊÌ‡fl ‡-
·ÓÚ‡ ‚ÌÂ¯ÌËı 4D-ÒËÎ, ÍÓÚÓ˚Â ·Û‰ÛÚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ ‰‡ÎÂÂ.

èÓÎ‡„‡ÂÏ, ˜ÚÓ Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ÏË ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏË Ò‚flÁflÏË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl äÓ-
¯Ë (2.2), Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â Ì‡ 4D-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Ó ÒÓ·˚ÚËÈ. á‡ÔË¯ÂÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÈ
‡·ÓÚ˚ ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÒËÎ, ÔÓÎ¸ÁÛflÒ¸ ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÌÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ı ÏÌÓÊËÚÂÎÂÈ ã‡„‡ÌÊ‡:

„‰Â σij = σji – ÒËÎ˚ Â‡ÍˆËË, Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛˘ËÂ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËÂ Ò‚flÁÂÈ (2.2). àÌÚÂ„‡Î ·ÂÂÚÒfl
ÔÓ 4D-Ó·˙ÂÏÛ V. èÂÓ·‡ÁÛÂÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ‚ÓÁÏÓÊÌÓÈ ‡·ÓÚ˚ ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÒËÎ Í ‚Ë‰Û
ÎËÌÂÈÌÓÈ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÈ ÙÓÏ˚ Ë ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÏ ÒËÒÚÂÏÛ ÂÂ Ò‚Ó·Ó‰Ì˚ı ‡„ÛÏÂÌÚÓ‚. ÇÁfl‚ ‚

‚˚‡ÊÂÌËË δ  ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ ‰‚‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ÔÓ ˜‡ÒÚflÏ, Ì‡È‰ÂÏ:

εij( )

e11 e12 e13 s1

e21 e22 e23 s2

e31 e32 e33 s3

s1 s2 s3 S 
 
 
 
 
 
  γ11 θ/3+ γ12 γ13 s1

γ21 γ22 θ/3+ γ23 s2

γ31 γ32 γ33 θ/3+ s3

s1 s2 s3 S 
 
 
 
 
 
 

= =

δA δU– 0=

U

δU σijδ εij
1
2
---

∂Ri

∂x j
--------–

1
2
---

∂R j

∂xi
---------– 

  Vd

V

∫=

U

δU σ jiδεij

∂σij

∂x j
---------δRi+ 

  Vd

V

∫ σijn jδRidF∫°–=
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èÂÓ·‡ÁÛÂÏ ˝ÚÛ ÎËÌÂÈÌÛ˛ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÛ˛ ÙÓÏÛ Ò Û˜ÂÚÓÏ (2.1) Ë (2.3):

á‡ÔËÒ‡ÌÌÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ‡·ÓÚÛ “Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÒËÎÓ‚˚ı Ù‡ÍÚÓÓ‚” Ì‡ ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı ‚‡Ë‡ˆËflı “Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ”. éÌÓ ‰‡ÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ‰ÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸Ì˚ı ÒËÎÓ‚˚ı Ù‡ÍÚÓÓ‚ ‚ 4D ÒÂ‰Â. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, Ì‡ ‚‡Ë‡ˆËflı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÓ‚
“3D-ÚÂÌÁÓ‡”-‰Â‚Ë‡ÚÓ‡ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËı ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ δγij ÒÓ‚Â¯‡˛Ú ‡·ÓÚÛ ÍÓÏÔÓ-
ÌÂÌÚ˚ “3D-ÚÂÌÁÓ‡”-‰Â‚Ë‡ÚÓ‡ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËı Ì‡ÔflÊÂÌËÈ τij (τnm = σijΓ injm); Ì‡ ‚‡Ë‡-
ˆËË ËÁÏÂÌÂÌËfl Ó·˙ÂÏ‡ δθ ‚ ÚÂıÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÒÓ‚Â¯‡ÂÚ ‡·ÓÚÛ ‰‡‚ÎÂÌËÂ p,
(p = σij(δij – NiNj)/3); Ì‡ ‚‡Ë‡ˆËË "Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı 3D-ÒÍÓÓÒÚÂÈ” δυk ÒÓ‚Â¯‡ÂÚ ‡·ÓÚÛ
“Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚È 3D-‚ÂÍÚÓ ËÏÔÛÎ¸ÒÓ‚” pk (pk = σijSijk/(iυ)); Ì‡ ‚‡Ë‡ˆËË ˝ÌÚÓÔËË δS ÒÓ‚Â-
¯‡ÂÚ ‡·ÓÚÛ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚ T (T = σijNiNj ≡ σ44); Ì‡ ‚‡Ë‡ˆËË
“3D-‚ÂÍÚÓ‡” ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ δrk ÒÓ‚Â¯‡ÂÚ ‡·ÓÚÛ “3D-‚ÂÍÚÓ” ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÎ σi:
σi(δik – NiNk) ≡ ∂σij/∂xj(δik – NiNk) (‡Ì‡ÎÓ„ ‚ËÌÍÎÂÓ‚ÒÍËı ÔÛÊËÌÓÍ); Ì‡ ‚‡Ë‡ˆËË ˜ÂÚ‚Â-
ÚÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ δR ÒÓ‚Â¯‡ÂÚ ‡·ÓÚÛ ˜ÂÚ‚ÂÚ‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ‡
4D-‚ÂÍÚÓ‡ ÒËÎ σi – “ÒÍ‡Îfl” σiNi ≡ ∂σij/∂xjNi. ç‡ „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË F Ì‡ ‚‡Ë‡ˆËË ‚ÂÍÚÓ-
‡ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflı δRi ‡·ÓÚ‡ ÒÓ‚Â¯‡ÂÚÒfl ‚ÂÍÚÓÓÏ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı Ì‡ÔflÊÂ-
ÌËÈ, fi = σijnj.

ÇÌÂ¯Ìflfl ‡·ÓÚ‡ δA ÒÓ‚Â¯‡ÂÚÒfl Ì‡ ‚‡Ë‡ˆËË ‚ÂÍÚÓ‡ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ δRi

Í‡Í ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚ÏË ‚ 4D-Ó·˙ÂÏÂ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ÏË ‚ÌÂ¯ÌËÏË ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËflÏË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂ-

Ï˚ÏË ‚ÂÍÚÓÓÏ , Ú‡Í Ë Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ÏË ÒËÎ‡ÏË  Á‡‰‡ÌÌ˚ÏË Ì‡ „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË F.

àÏÂÂÏ:

ÇÓÁÏÓÊÌ‡fl ‡·ÓÚ‡ ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÒËÎ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl ‚ ‚Ë‰Â ÎËÌÂÈÌÓÈ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÈ
ÙÓÏ˚:

(3.2)

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ, ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ÂÂ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÛ˛
ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÛ Á‡‰‡˜Ë:

(3.3)

Ç‡Ë‡ˆËÓÌÌ‡fl ÎËÌÂÈÌ‡fl ÙÓÏ‡ (3.2) ‚ Ó·˘ÂÏ ‚Ë‰Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ‡ Ó·˙ÂÏÌÓÈ Ë ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚÌÓÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚflÏË, fl‚Îfl˛˘ËÏËÒfl ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÙÛÌÍˆËflÏË 14 Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÔÂÂ-
ÏÂÌÌ˚ı γnm, sk, rk, S, θ, R Ë 4 Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı rk(δki – nkni), rknk, R.
ùÚ‡ ‚‡Ë‡ˆËfl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Í‡Í ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÈ, Ú‡Í Ë ÌÂ ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÈ.

δU σijΓ injmδγnm
1
3
---σij δij NiN j–( )δθ 1

iυ( )
----------σijSijkδυk– σijNiN jδS ++ +





V

∫=

+
∂σij

∂x j
---------δri iυ( )

∂σij

∂x j
---------NiδR+





dV –

– σijn jδRk δki nkni– NkNi–( ) σijnin jδ Rknk( ) iυ( )σijNin jδR+ +{ } dF∫°

Pi
V Pi

F

τnm σijΓ injm, p σij δij NiN j–( )/3, σi ∂σij/∂x j= = =

pk σijSijk/ iυ( ), T σijNiN j, f i σijn j= = =

δU δUV δUF+ τ ijδγij pδθ pkδυk TδS σiδRi+ + + +[ ] Vd

V

∫ f iδRidF

F

∫°+= =

δA δUV δUF+( )–  = δA τ ijδγij pδθ pkδυk TδS σiδRi+ + + +{ } Vd

V

∫ f iδRidF

F

∫°+–  = 0
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ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ‡fl ÙÓÏ‡ (3.2) ËÌÚÂ„ËÛÂÏ‡. íÓ„‰‡ ÒÛ-

˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î U = dV + dF Ú‡ÍÓÈ, ˜ÚÓ:

(3.4)

Ç˚‡ÊÂÌËÂ ∂UF/∂Ri ‚ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Â ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÂÂÔËÒ‡ÌÓ ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ‚ÂÍÚÓ‡ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ rk ‚ Í‡Ò‡ÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÎÓÒÍÓÒÚË Í ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚË ÚÂÎ‡ Ë ÔÓ ÌÓÏ‡ÎË Í ÌÂÈ Ë ‚ ÚÂÏËÌ‡ı ˜ÂÚ‚ÂÚÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÒÏÂ-
˘ÂÌËÈ

èË Á‡‰‡ÌÌ˚ı ÔÎÓÚÌÓÒÚflı ˝ÌÂ„ËË UV, UF ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË (3.4) ‚‚Ó‰ËÚÒfl ÒËÒÚÂÏ‡
ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÒÂ‰˚ ‰Îfl ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ı ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı ÒËÎÓ‚˚ı Ù‡ÍÚÓÓ‚.
ëÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (3.4), ‰‡˛Ú ÛÒÎÓ‚Ëfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl Ó·‡ÚËÏ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ Ë Ó·Ó·˘‡˛ÚÒfl
Ì‡ ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌ˚Â ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ ÒÓÒÚÓflÌËfl ÙÓÏÛÎ‡ÏË ÉËÌ‡. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, “ÍË-
ÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ” ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚È ÔËÌˆËÔ ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â (‰Îfl Ó·‡ÚËÏ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚) Ò‚Ó-
‰ËÚÒfl Í ÔËÌˆËÔÛ ã‡„‡ÌÊ‡:

á‰ÂÒ¸ L = A – U – Î‡„‡ÌÊË‡Ì, ‡ U – ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸Ì‡fl ˝ÌÂ„Ëfl.
ÅÓÎÂÂ ËÌÚÂÂÒÌ˚Ï fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÛ˜‡È ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚‡Ë‡ˆË-

ÓÌÌ‡fl ÙÓÏ‡ ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂÏ‡, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÏÌÓÊËÚÂÎË ÔË ‚‡Ë‡ˆËflı ÓÔÂ‰ÂÎfl˛-

˘Ëı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‚ ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏÂ δ  ÌÂ ‚˚‡Ê‡˛ÚÒfl ˜ÂÂÁ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÓÚ ÌÂÍÓÚÓ-
Ó„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡. éÌË fl‚Îfl˛ÚÒfl ÚÓÎ¸ÍÓ ÌÂÍÓÚÓ˚ÏË ÌÂÔÂ˚‚Ì˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ÓÔÂ-
‰ÂÎfl˛˘Ëı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚. èÓ˝ÚÓÏÛ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸:

(3.5)

á‰ÂÒ¸ Aij = Aji – ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚Â Ì‡ÔflÊÂÌËfl, Ai – ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚Â “Ó·˙ÂÏÌ˚Â ÒËÎ˚”, Ë Bi –
ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Â ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚Â ÒËÎ˚.

ê‡Á‰ÂÎflfl ËÌÚÂ„ËÛÂÏÛ˛ Ë ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂÏÛ˛ ˜‡ÒÚË ‚ ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏÂ δ , ‡‚ÂÌ-
ÒÚ‚Ó (3.5) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

UV

V

∫ UF

F

∫°

τ ij

∂UV

∂γij
----------, p

∂UV

∂θ
----------, pk

∂UV

∂υk
----------, T

∂UV

∂S
----------, σi

∂UV

∂Ri
----------, f i

∂UF

∂Ri
----------= = = = = =

∂UF

∂rk δki nkni–( )
----------------------------------- σqjn j δqi nqni–( ),

∂UF

∂rknk
------------- σijnin j,

∂UF

∂R
---------- iυσijNin j= = =

δL δ A U–( ) 0, U UV γij θ υk S rk R, , , , ,( ) Vd

V

∫ UF rk δki nkni–( ) rknk R, ,( )dF∫°+= = =

U

δU δ UV γnm sk rk s θ R, , , , ,( ) Vd

V

∫ δ UF rk δki nkni–( ) rknk R, ,( )dF +
F

∫°+=

+ Aij sk rk s θ R, , , ,( )δ
∂Ri

∂x j
-------- Ai sk rk s θ R, , , ,( )+ Vd

V

∫ Bi rk δki nkni–( ) rknk R, ,( )δRidF

F

∫°+

U

δU
∂UV

∂ ∂Ri/∂x j( )
---------------------------δ

∂Ri

∂x j
-------- 

  ∂UV

∂Ri
----------δ Ri( )+ V

∂UF

∂ Ri( )
-------------δ Ri( ) F +d

F

∫+d

V

∫=

+ Aijδ
∂Ri

∂x j
-------- 

  Aiδ Ri( )+ Vd

V

∫ Biδ Ri( ) Fd

F

∫+
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íÓ„‰‡ ‚ÏÂÒÚÓ (3.4) ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‰Îfl Ó·Ó·-
˘ÂÌÌ˚ı Ì‡ÔflÊÂÌËÈ Ë Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÒËÎ ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓÏ
ÍÓÌÚËÌÛÛÏÂ V:

(3.6)

éÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl Ì‡ „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË F ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜-
ÌÓÏ (3.6):

ÑÎfl ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚:

(3.7)

ëÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (3.7) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËflÏË ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚË ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏ˚ δ .
Ç‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ “ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÏÛ” ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÏÛ

ÔËÌˆËÔÛ (3.1), (3.5) ‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÚÓ„‰‡ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ ‚
‚Ë‰Â, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ËÏ Ò ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ã.à. ëÂ‰Ó‚‡ [6]:

(3.8)

„‰Â I = AV – UV – ‡ÁÌÓÒÚ¸ ‡·ÓÚ˚ ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË
(Ó·‡ÚËÏ‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÔÓˆÂÒÒ‡), ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËÂÏ Ó·˙ÂÏÌÓÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÔÓ Ó·˙-
ÂÏÛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÓ·˚ÚËÈ V, Á‡ÌËÏ‡ÂÏÓ„Ó ÒÂ‰ÓÈ; W = AF – UF – ‡ÁÌÓÒÚ¸ ‡·ÓÚ˚ ‚ÌÂ¯-
ÌËı ÒËÎ Ë ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ‡fl ÔÛÚÂÏ ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl “„Ë-
ÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌÓÈ” ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÔÓ „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË F, Ó„‡ÌË˜Ë‚‡˛˘ÂÈ Ó·˙ÂÏ ÔÓ-
ÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÓ·˚ÚËÈ; δW* – ÎËÌÂÈÌ‡fl ÙÓÏ‡, ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚‡Ë‡ˆËÈ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı
Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, ÍÓÚÓ‡fl Û˜ËÚ˚‚‡ÂÚ ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚Â ÔÓˆÂÒÒ˚. éÌ‡ ÏÓÊÂÚ ÒÓ‰ÂÊ‡Ú¸ Í‡Í ËÌ-
ÚÂ„‡Î˚ ÔÓ Ó·˙ÂÏÛ, Ú‡Í Ë ÔÓ „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ÒÓ·˚ÚËÈ, Á‡ÌËÏ‡ÂÏÓ„Ó
ÒÂ‰ÓÈ.

ê‡Á‚Ë‚‡ÂÏ˚È ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ “ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÈ” ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚È ÔËÌˆËÔ ÓÚÎË˜‡ÂÚ-
Òfl ÓÚ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡ ã.à. ëÂ‰Ó‚‡ ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÒÔËÒÍ‡ ‡„ÛÏÂÌÚÓ‚ ‚ δI, δW, δW*
ÊÂÒÚÍÓ ÙËÍÒËÓ‚‡Ì˚ ‚˚·ÓÓÏ ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı Ò‚flÁÂÈ (2.2). èÓ˝ÚÓÏÛ, Ì‡ÔËÏÂ, ÂÒÎË
I = I(γnm, sk, rk, s, θ, R), ÚÓ W ÌÂ ÏÓÊÂÚ Á‡‚ËÒÂÚ¸ ÓÚ ÌÓÏ‡Î¸Ì˚ı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı 4D-‚ÂÍÚÓ‡
ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ nj∂Ri/∂xj. ùÚ‡ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÒÚ¸ ‚ ‚˚·ÓÂ ‡„ÛÏÂÌÚÓ‚ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡ÎÓ‚ fl‚ÎflÂÚ-
Òfl ‰ÓÒÚÓËÌÒÚ‚ÓÏ ‡Á‚Ë‚‡ÂÏÓ„Ó ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ “ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó” ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó
ÔËÌˆËÔ‡ (3.1), (3.5). á‡ÔË¯ÂÏ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó, Á‡ÔËÒ‡ÌÌÓÂ ‚ ‚Ë‰Â Û‡‚ÌÂÌËfl
ã.à. ëÂ‰Ó‚‡, ‚ ‡Á‚ÂÌÛÚÓÈ ÙÓÏÂ:

σij

∂UV

∂ Ri/∂x j( )
----------------------- Aij, σi+

∂UV

∂Ri
---------- Ai+= =

f i ∂UF/∂Ri Bi+=

Aij 0, Ai 0, Bi 0≠ ≠ ≠

U

δI δW δW*+ + 0=

δA δU– δI δW δW*–+ δ Pi
V Ri UV γnm sk rk s θ; R, , , ,( )–[ ] V +d

V

∫= =

+ δ Pi
FRi UF rk δki nkni–( ) rknk R, ,( )–[ ] dF –

F

∫°

– Aij γnm sk rk s θ R, , , , ,( )δ
∂Ri

∂xi
-------- 

  Ai γnm sk rk s θ R, , , , ,( )δ Ri( )+ V –d

V

∫

– Bi rk δki nkni–( ) rknk R, ,( )δ Ri( )dF

F

∫°
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á‰ÂÒ¸ I = Ri – UV(γnm, sk, rk, s, θ, R)]dV – Ó·˙ÂÏÌ˚È ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î ‰Îfl Ó·‡ÚËÏ˚ı ÔÓ-

ˆÂÒÒÓ‚, W = Ri – UF(δki – nkni); rknk; R)]dF – „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚È ÙÛÌÍˆËÓÌ‡Î ‰Îfl Ó·-

‡ÚËÏ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚, δW* – ÎËÌÂÈÌ‡fl ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ‡fl ÙÓÏ‡, Û˜ËÚ˚‚‡˛˘‡fl ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚Â
ÔÓˆÂÒÒ˚:

(3.9)

ç‡ÔÓÏÌËÏ, ˜ÚÓ ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛, ‚ÂÎË˜ËÌ‡ δW* fl‚ÎflÂÚÒfl ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚Â ‚˚‡ÊÂÌËÂÏ
Ë ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì‡ ÎË¯¸ Í‡Í ÎËÌÂÈÌ‡fl ÙÓÏ‡ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ‚‡Ë‡ˆËÈ Ò‚ÓËı ‡„Û-
ÏÂÌÚÓ‚.

àÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ÒËÏ‚ÓÎ¸ÌÛ˛ ÙÓÏÛ Á‡ÔËÒË ÔË ‡Ì‡ÎËÁÂ Ó·˘ÂÈ ÒÚÛÍÚÛ˚
‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÈ ÙÓÏ˚ (3.5), ÍÓÚÓ‡fl ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÌÂÒÍÓÎ¸ÍÓ ÛÔÓÒÚËÚ¸ ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ˚Â ‚˚‡-
ÊÂÌËfl. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‚‚Â‰ÂÏ ÏÛÎ¸ÚË-ËÌ‰ÂÍÒ˚ ‰Îfl Ó·˙ÂÏÌÓÈ Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌÓÈ ˜‡ÒÚÂÈ ÎËÌÂÈ-
ÌÓÈ ÙÓÏ˚ (3.5). èÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÏÛÎ¸ÚË-ËÌ‰ÂÍÒ˚ a, b Ë c ÔÓ·Â„‡˛Ú ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÓÚ 1 ‰Ó 14
(ÔÓ ˜ËÒÎÛ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ γnm, sk, rk, s, θ, R ‚ Ó·˙ÂÏÌÓÈ ˜‡ÒÚË ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓ-
Ï˚ (3.5)), ‡ ÏÛÎ¸ÚË-ËÌ‰ÂÍÒ˚ d, f Ë g ÔÓ·Â„‡˛Ú ‚ÒÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÓÚ 1 ‰Ó 4 (ÔÓ ˜ËÒÎÛ ÓÔÂ-
‰ÂÎfl˛˘Ëı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ rk(δki – nkni), rknk, R ‚ „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌÓÈ ˜‡ÒÚË ÎËÌÂÈÌÓÈ
ÙÓÏ˚ (3.5)). íÓ„‰‡ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ‡fl ÙÓÏ‡ (3.5) Ë Á‡ÔË¯ÂÚÒfl ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â:

(3.10)

ìÒÎÓ‚Ëfl ÌÂËÌÂ„ËÛÂÏÓÒÚË ÙÓÏ˚ (3.10) ·Û‰ÛÚ ËÏÂÚ¸ ‚Ë‰:

(3.11)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰Îfl ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ Ô‡‡ÏÂÚ˚  ‚ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı ÒÓÓÚ-
ÌÓ¯ÂÌËflı ÌÂÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ ÔÓ ÏÛÎ¸ÚËËÌ‰ÂÍÒ‡Ï, ‚ ÚÓ ‚ÂÏfl Í‡Í ‰Îfl Ó·‡ÚËÏ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚
‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â Ô‡‡ÏÂÚ˚ Cab(Qc) (ÚÂÌÁÓ ÛÔÛ„Ëı ÏÓ‰ÛÎÂÈ) fl‚Îfl˛ÚÒfl, Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ÒËÏÏÂÚ-
Ë˜Ì˚ÏË ÔË ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ ÏÛÎ¸ÚËËÌ‰ÂÍÒÓ‚. ç‡ÔËÏÂ, ÙÓÏ‡ δUθs = θδS + Sδθ ËÌÚÂ-
„ËÛÂÏ‡, Ú‡Í Í‡Í

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, θδS + Sδθ = δ(θS) = δUθS. ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ÂÒÎË ËÏÂÂÚÒfl ÙÓÏ‡
θδS – Sδθ, ÚÓ ‰Îfl ÌÂÂ ÌÂÎ¸Áfl ÔÓÒÚÓËÚ¸ ÔÓÚÂÌˆË‡Î Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ú‡Í‡fl ÙÓÏ‡ fl‚Îfl-
ÂÚÒfl ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÈ.

ê‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (3.11) ÏÓÊÌÓ ÔÂÂÔËÒ‡Ú¸ Ò Û˜ÂÚÓÏ ËÌÚÂ„ËÛÂÏ˚ı ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı

„‰Â Cab = Cba Ë Dfd = Ddf – ÚÂÌÁÓ˚ ÚÂÏÓÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËı Ò‚ÓÈÒÚ‚ „ÓÎÓÌÓÏÌÓÈ ˜‡ÒÚË. çÂ-
ÚÛ‰ÌÓ ‚Ë‰ÂÚ¸, ˜ÚÓ ÔÓÒÎÂ‰ÌËÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡Ï (3.11). ÑÂÈÒÚ‚Ë-

[Pi
V

V

∫

[Pi
F

F

∫°

δW* Aij sk rk s θ R, , , ,( )δ Ri/∂xi( ) Ai sk rk s θ R, , , ,( )δ Ri( )+[ ] V +d

V

∫=

+ Bi rk δki nkni–( ) rknk R, ,[ ]δ Ri( )dF

F

∫°

δU Pa Qb( )δQa Vd

V

∫ pd q f( )δqddF

F

∫°+=

∂Pa

∂Qb
---------

∂Pb

∂Qa
---------– 2Cab Qc( ),

∂ pd

∂q f
---------

∂ p f

∂qd
---------– 2Ddf qg( ), Cba Cab, D fd– Ddf–= = = =

Cab

θ
∂UθS

∂S
------------, S

∂UθS

∂θ
------------,

∂
∂θ
------

∂UθS

∂S
------------ 

  ∂
∂S
------

∂UθS

∂θ
------------ 

 – 0= = =

∂Pa/∂Qb Cab Qc( ) Cab Qc( ), ∂ pd/∂q f+ Ddf qg( ) Ddf qg( )+= =
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ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl Ó·‡ÚËÏ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÔËÌflÚ¸  = 0. íÓ„‰‡ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (3.11) ÔÂÂ-

ıÓ‰flÚ ‚ ÛÒÎÓ‚Ëfl ËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚË ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏ˚ δ . ì˜ÂÚ ‚ÂÎË˜ËÌ  Ë  Ò‡ÁÛ
‰‡ÂÚ Û‡‚ÌÂÌËfl ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚË ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏ˚ (3.10).

Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò Ó·˘ÂÈ ÔÓˆÂ‰ÛÓÈ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂÏÓÒÚË (3.11) ‰ÓÎÊÌ˚ ËÒ-

ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl Í‡Í Ò‚flÁË ÔË ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍÂ ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏ˚ δ  ‰Îfl ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚ı ÔÓ-
ˆÂÒÒÓ‚. é‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl ÙËÁË˜ÂÒÍË ÎËÌÂÈÌ˚ı ÏÓ‰ÂÎÂÈ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (3.11) ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓ-

ËÌÚÂ„ËÓ‚‡Ì˚ ‚ fl‚ÌÓÈ ÙÓÏÂ Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì˚ ‰Îfl ÙÓÏÛÎËÓ‚ÍË ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏ˚ δ
‰Îfl ÌÂ„ÓÎÓÏÌ˚ı ÒÂ‰ ÌÂÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÂÌÌÓ. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl ÙËÁË˜ÂÒÍË ÎËÌÂÈÌ˚ı ÏÓ‰Â-

ÎÂÈ ÚÂÌÁÓ˚ ÚÂÏÓÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËı Ò‚ÓÈÒÚ‚ Cab,  Ë Ddf,  ÌÂ Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛-
˘Ëı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Qc Ë qg. èÓ˝ÚÓÏÛ ÔÛÚÂÏ ÔflÏÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl (3.11) ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ-
˜ËÚ¸:

(3.12)

èÂÂÔË¯ÂÏ (3.10) Ò Û˜ÂÚÓÏ (3.12):

ë‡‚ÌË‚‡fl ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó Ò ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ˚Ï Û‡‚ÌÂÌËÂÏ ã.à. ëÂ‰Ó‚‡, ‰Îfl ÙËÁË˜Â-
ÒÍË ÎËÌÂÈÌ˚ı ÌÂ„ÓÎÓÌÓÏÌ˚ı ÒÂ‰, ‚ ÍÓÚÓ˚ı Â‡ÎËÁÛ˛ÚÒfl ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÂ Ò‚flÁË, ‚˚‡-
ÊÂÌÌ˚Â ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË äÓ¯Ë (2.2), ÔÓÎÛ˜ËÏ Ó·˘ËÈ ‚Ë‰ ÙÛÌÍˆËÓÌ‡ÎÓ‚ ‚ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ ‚‡-
Ë‡ˆËÓÌÌÓÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Â (3.8):

(3.13)

á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ó·˘‡fl ÙÓÏ‡ Á‡ÔËÒË ‡·ÓÚ˚ ÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÎ (3.13) ÔÓÍ‡-
Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îfl ÓÔËÒ‡ÌËfl ‡·ÓÚ˚ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË ÚÂ·ÛÂÚÒfl Í‡Í ÏËÌËÏÛÏ ‰‚‡ Ó·˙ÂÍÚ‡ Ó‰Ë-
Ì‡ÍÓ‚ÓÈ ÚÂÌÁÓÌÓÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚË. í‡Í, Ì‡ÔËÏÂ, ‰Îfl ‚ÂÍÚÓÓ‚ υk Ë rk ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸
ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ËÌ ‚‡Ë‡ÌÚ ‡·ÓÚ˚ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË: υkδrk – rkδυk; ‰Îfl ÒÍ‡ÎflÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ S, θ, R
ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÚË ‚‡Ë‡ÌÚ‡ ‡·ÓÚ˚ ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ı ÒËÎ: Sδθ–θδS, θδR–Rδθ Ë SδR–RδS. ÑÎfl
3-ÚÂÌÁÓ‡ ‚ÚÓÓ„Ó ‡Ì„‡ γnm ÌÂÚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó “‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚ÌÓ„Ó Ô‡ÚÌÂ‡” ÔÓ˝ÚÓÏÛ
ÌÂÚ Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ‡·ÓÚ˚ ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚ÌÓ„Ó Ô‡ÚÌÂ‡" ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÌÂÚ Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛-
˘ÂÈ ‡·ÓÚ˚ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË. àÏÂÌÌÓ ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË ‰Îfl δW* (3.9) ‚ ÒÔËÒÍ‡ı ‡„ÛÏÂÌ-
ÚÓ‚ ÒËÎÓ‚˚ı Ù‡ÍÚÓÓ‚ Aij Ë Ai ÓÚÒÛÚÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂÌÁÓÌ˚È Ó·˙ÂÍÚ γnm.

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (3.11), (3.13) ‰‡˛Ú Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÂ ÓÔËÒ‡ÌËÂ
ÎËÌÂÈÌ˚ı ÏÓ‰ÂÎÂÈ ÒÂ‰ Ò ‰ËÒÒËÔ‡ˆËÂÈ Ë ‚ ˆÂÎÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú Ó·˘ËÈ ‡Î„ÓËÚÏ ÔÓÒÚÓÂ-
ÌËfl ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚ı ÏÓ‰ÂÎÂÈ ÒÂ‰. Ñ‡ÎÂÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ˜‡ÒÚÌ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚ÌÓÈ
ÒÂ‰˚.

Cba

U Cba D fd

U

U

Cab Ddf

Pa Cab Cab+( )Qb, pd Ddf Ddf+( )q f= =

δU PaδQa Vd∫ pdδqddF∫°+ Cab Cab+( )QbδQa Vd∫ Ddf Ddf+( )q f δqadF  =∫°+= =

=  δ 1
2
---CabQaQb Vd∫ δ 1

2
---Ddf qdq f dF

1
2
---Cab QbδQa QaδQb–( )∫ dV ++∫°+

+
1
2
---Ddf q f δqd qdδq f–( ) dF∫°

I Pi
V Ri CabQaQb/2–[ ] V ,d

V

∫=

W Pi
FRi Ddf qdq f /2–[ ] dF

F

∫°=

δW* Cab QbδQa QaδQb–( )/2[ ] Vd∫ Ddf q f δqd qdδq f–( )/2[ ] dF∫°+=



è.Ä. ÅÂÎÓ‚, Ä.É. ÉÓ¯ÍÓ‚, ë.Ä. ãÛ¸Â

50

4. “ÑËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ÚÂÏÓÛÔÛ„ÓÒÚ¸ Ò ‰ËÒÒËÔ‡ˆËÂÈ”. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Ó‰ËÌ ËÁ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ı
‚‡Ë‡ÌÚÓ‚ ÏÓ‰ÂÎÂÈ ÒÂ‰ Ò ‰ËÒÒËÔ‡ˆËÂÈ. èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ˝Ú‡ ˜‡ÒÚÌ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ÒÂ‰ ‰‡ÂÚ
Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÏÓ‰ËÌ‡ÏËÍË ÎËÌÂÈÌ˚ı ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚.

Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ, ‰Îfl ÛÔÓ˘ÂÌËfl ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÏÓ‰ÂÎÂÈ ÌÂ„ÓÎÓÏÌ˚ı ÒÂ‰ ‚‚Â‰ÂÏ ÌÂÍÓÚÓ˚Â
ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËfl. ÇÓ-ÔÂ‚˚ı, ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË ‰ÂÙÓÏ‡-
ˆËË ‰Îfl „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË F ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛. ë˜ËÚ‡ÂÏ, ˜ÚÓ Ë ‰Îfl ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚ÌÓÈ ˜‡ÒÚË ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ‡fl ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ‡‚Ì‡ ÌÛÎ˛. ùÚÓ„Ó ÏÓÊÌÓ ‰Ó·ËÚ¸Òfl, ÔÓÎÓ-

ÊË‚ ‚ÒÂ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ Ddf Ë  (ÙËÁË˜ÂÒÍËÂ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚) ‚ UF Ë  ‡‚Ì˚ÏË ÌÛÎ˛.

ÇÓ ‚ÚÓ˚ı, ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÔË ‚ÒÂı ·ËÎËÌÂÈÌ˚ı ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛-
˘Ëı ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Ëı ‚ÂÍÚÓ 4D-ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Ri. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl ÙËÁË˜ÂÒÍË Ó·‡ÚË-
Ï˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ˝ÌÂ„ËË UV fl‚ÎflÂÚÒfl Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ ÙÓÏÓÈ ÒÎÂ‰Û˛-
˘Ëı Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı Qa: γnm, υk, S, θ, Á‡ÔËÒ‡ÌÌ˚È Ò Û˜ÂÚÓÏ ÚÂÌÁÓÌÓÈ ‡ÁÏÂÌÓ-
ÒÚË ÔÓÒÎÂ‰ÌËı.

á‡ÔË¯ÂÏ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ˝ÌÂ„ËË UV, ‚‚Ó‰fl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ã‡ÏÂ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÏÓ‰ÛÎÂÈ ÛÔÛ-
„ÓÒÚË ‚ Í‚‡‰‡ÚË˜ÌÓÈ ÙÓÏÂ ‰Îfl UV ‚ ÚÂı ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı, ÍÓÚÓ˚Â ÓÔÂ‰ÂÎfl˛Ú ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸-

ÌÛ˛ ˝ÌÂ„Ë˛ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË ÚÂıÏÂÌÓ„Ó ËÁÓÚÓÔÌÓ„Ó ÛÔÛ„Ó„Ó ÚÂÎ‡: 2µγijγij Ë (2µ/3 + λ)θ2.
í‡ÍÊÂ ·Û‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ÔË ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÏ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÏ υkυk, ÒÓ‰ÂÊ‡-

˘ÂÏ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÂ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ËÂ  = ∂rk/∂t ‰ÓÎÊÌ‡ ·˚Ú¸ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÒÂ-

‰˚ –ρ. éÚÏÂÚËÏ, ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ –ρυkυk ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÛ˛ ˝ÌÂ„Ë˛ Ë ‚ıÓ‰ËÚ ‚
Î‡„‡ÌÊË‡Ì ‚ ÚÂıÏÂÌÓÈ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ ÒÓ ÁÌ‡ÍÓÏ, ÔÓÚË‚ÓÔÓÎÓÊÌ˚Ï ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ
˝ÌÂ„ËË. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÓÎ¸ÁÛflÒ¸ ÙÓÏÛÎÓÈ ÉËÌ‡ (3.4), ËÏÂÂÏ ‰Îfl ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ÍÓÌÒÂ-
‚‡ÚË‚ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ pk = ∂UV/∂υk = –ρυk.

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ, ‰Îfl ÎËÌÂÈÌÓ ÛÔÛ„Ëı ÏÓ‰ÂÎÂÈ ÒÂ‰ Ò ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏË Ò‚flÁflÏË (2.2)
ËÏÂ˛Ú ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ‚ 4-Ó·˙ÂÏÂ:

(4.1)

íÂÌÁÓÌ˚È ‚Ë‰ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË (ÔÂ‚ÓÂ ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (4.1)) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸-
ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËÂÈ ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÈ ·ÂÁÚÂÏÔÂ‡ÚÛÌÓÈ Ó·‡ÚËÏÓÈ ÚÂÓËË ÛÔÛ„ÓÒÚË. èÎÓÚÌÓ-
ÒÚ¸˛ ÔÓÚÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË (4.1) ÔÓÎÌÓÒÚ¸˛ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì‡fl ˜‡ÒÚ¸ ‚
ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflı ÏÓ‰ÂÎË ÒÂ‰˚ (3.6).

ÑÎfl ÙËÁË˜ÂÒÍË ÎËÌÂÈÌ˚ı ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂÏ‡fl ÙÓÏ‡ δW* c
Û˜ÂÚÓÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (3.7) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ Ó·˘ËÈ ‚Ë‰ ÌÂ„ÓÎÓÏÌ˚ı Ì‡ÔflÊÂÌËÈ Aij Ë ÒËÎ Ai ‚
4D-ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â. ÑÎfl Ó·˙ÂÏÌÓÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÎËÌÂÈÌÓÈ ÙÓÏ˚ δW* ÔÓÒÎÂ ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÔÂ-
Ó·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ Ë „ÛÔÔËÓ‚ÍË ÔÓ‰Ó·Ì˚ı ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı, ÔÓÎÛ˜ËÏ Ò Û˜ÂÚÓÏ (3.11):

(4.2)

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ (4.2) ÏÌÓÊËÚÂÎflÏË ÔË δRk fl‚Îfl˛ÚÒfl ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚Â ÒËÎ˚ Ak, ‡ ÏÌÓÊË-
ÚÂÎflÏË ÔË δ(∂Rn/∂xm) ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚Â Ì‡ÔflÊÂÌËfl Anm:

(4.3)

Ddf WF*

ṙk

UV
1
2
---Cijnm

∂Ri

∂x j
--------

∂Rn

∂xm
--------- 1

2
--- 2µγijγij

2µ
3

------ λ+ 
  θ2 2ΛθS– ES2 ρυkυk–+ += =

δW* f υkδrk rkδυk–( ) E1 SδR RδS–( ) Λ1 θδR Rδθ–( ) Λ θδS Sδθ–( )+ + +[ ] V  =d∫=

=  Akδ Rk( ) Anmδ ∂Rn/∂xm( )+[ ] Vd∫

Ak f υk E1S Λ1θ+( )Nk/ iυ( )+ C k( ) nm( )∂Rn/∂xm= =

Anm f rk2 iυ( )Snmk– E1R– Λθ+( )NnNm ΛS Λ1R+( ) δnm NnNm–( )–+[ ]  ==

=  C nm( ) k( )Rk C nm( ) pq( )∂Rp/∂xq+
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Ç ÔÓÎÌÓÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË ÒÓ Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ ÙËÁË˜ÂÒÍËı ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı ÌÂ„ÓÎÓÏÌ˚ı ÒËÒÚÂÏ (Ò‚ÓÈ-
ÒÚ‚Ó ‡ÌÚËÒËÏÏÂÚËË ÔÓ ÏÛÎ¸ÚËËÌ‰ÂÍÒ‡Ï) ËÏÂÂÏ

éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ Ò Û˜ÂÚÓÏ (4.1) Ë (4.2) ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl ‰Îfl Ì‡ÔflÊÂÌËÈ Ë ÒËÎ
ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚Ë‰Â (3.6):

(4.4)

ÑÎfl ÔÓÎÌÓ„Ó Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÁ‡ ÏÓ‰ÂÎË ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÒËÒÚÂÏÛ ‡ÁÂ¯‡˛˘Ëı
Û‡‚ÌÂÌËÈ Ë ÒËÒÚÂÏÛ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚ı Í‡Â‚˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ (Ì‡˜‡Î¸ÌÓ-Í‡Â‚˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ). ëÎÂ-
‰Ûfl “ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÏÛ” ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÏÛ ÔËÌˆËÔÛ (3.1), (3.5):

ÔÓÎÛ˜ËÏ ‚ Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÓÒÌÓ‚Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ë „‡ÌË˜Ì˚ı
ÛÒÎÓ‚ËÈ:

(4.5)

á‰ÂÒ¸ nj – ‚ÂÍÚÓ ÌÓÏ‡ÎË Í „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË F, Ri – 4-‚ÂÍÚÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ,  –

4D-‚ÂÍÚÓ Ó·˙ÂÏÌ˚ı ÒËÎ,  – 4D-‚ÂÍÚÓ „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ı ÒËÎ. éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚

ÔÂ‚˚ı ÚÂı Û‡‚ÌÂÌËflı ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ‚ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Â (4.5), ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı
ÚÂıÏÂÌ˚Ï Û‡‚ÌÂÌËflÏ ‰‚ËÊÂÌËfl ÒÂ‰ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ σi ÓÔÂ‰ÂÎfl˛ÚÒfl ËÁ (4.4) ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚-

Ì˚ÏË Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ÏË ÒÂ‰˚ f, ,  Ë ‡‚Ì˚ ÌÛÎ˛ ‚ ÒÎÛ˜‡Â ÚÂÓËË ÛÔÛ„ÓÒÚË ‰Îfl ÍÓÌÒÂ-
‚‡ÚË‚Ì˚ı ÒÂ‰.

èÓ‰˚ÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (4.5) ‰‡ÂÚ Ò‚flÁÌÛ˛ ÒË-
ÒÚÂÏÛ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘Û˛ ÒËÒÚÂÏÛ 3-ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰ËÌ‡ÏËÍË ÒÔÎÓ¯-
ÌÓÈ ÒÂ‰˚ ÔË ÌÂÓ·‡ÚËÏÓÏ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËË Ë Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓ-
ÒÚË. ÇÚÓÓÈ ËÌÚÂ„‡Î ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (4.5) ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡Ì ˜ÂÂÁ Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Â ÔÂÂÏÂ-
˘ÂÌËfl Ò Û˜ÂÚÓÏ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı Û‡‚ÌÂÌËÈ. Ç‡Ë‡ˆËÓÌÌ‡fl ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ
ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Â „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Ë Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏÓÈ ÔÓ·ÎÂ-
Ï˚. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚È ËÌÚÂ„‡Î ‚ ‚Ë‰Â ÒÛÏÏ˚ ËÌÚÂ„‡-
ÎÓ‚: ÔÂ‚˚È ÔÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË „ËÔÂˆËÎËÌ‰‡ (t1 ≤ t ≤ t2), ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓ„Ó ‚‰ÓÎ¸ ÓÒË ‚Â-
ÏÂÌË, Ë ‚ÚÓÓÈ ÔÓ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚflÏ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÏÛ (t = t1) Ë ÍÓÌÂ˜ÌÓ-
ÏÛ (t = t2) ‚ÂÏÂÌË. í‡ÍÓÂ ‡Á‰ÂÎÂÌËÂ ‚˚‰ÂÎflÂÚ fl‚ÌÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÛ˛ Í‡Â‚Û˛ Á‡‰‡˜Û
Ë Í‡Â‚Û˛ Á‡‰‡˜Û ÔÓ ‚ÂÏÂÌË. èË ˝ÚÓÏ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ „ËÔÂˆËÎËÌ‰‡ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ Ò ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚ¸˛ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ„Ó ÚÂıÏÂÌÓ„Ó ÚÂÎ‡ F2 ‚ Â‡Î¸ÌÓÏ ÚÂıÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â
ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ‚Ó ‚ÒÂÏ ËÌÚÂ‚‡ÎÂ ‚ÂÏÂÌË t1 ≤ t ≤ t2:

‡ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚË ‚ÚÓÓ„Ó ËÌÚÂ„‡Î‡ fl‚Îfl˛ÚÒfl ËÌÚÂ„‡Î‡ÏË ÔÓ Ó·˙ÂÏÛ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓ-
„Ó ÚÂıÏÂÌÓ„Ó ÚÂÎ‡ V3 ‚ ÚÂıÏÂÌÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú:

‚ Ì‡˜‡Î¸Ì˚È (t = t1) Ë ÍÓÌÂ˜Ì˚È (t = t2) ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË.

C k( ) nm( ) C nm( ) k( ), C nm( ) pq( )– C pq( ) nm( )–= =

τ ij ∂UV /∂γij 2µγij, pk ρυk f rk, σk– f υk E1Ṙ Λ1θ+( )Nk/ iυ( )+= = = =

p 2µ/3 λ+( )θ Λ Λ+( )Ṙ– Λ1R, T– Λ Λ–( )θ– EṘ E1R–+= =

δA δ UV Vd

V

∫– δW*– 0=

∂σij

∂x j
--------- σi– Pi

V+ 
 

V

∫ δ Ri( )dV Pi
F σijn j–( )δ Ri( )dF

F

∫°+ 0=

Pi
V

Pi
F

E1 Λ1

Pi
F σijn j–( )δRi F2d td∫∫∫

Pi
F σijn j–( )δRi V3 t t1=

t t2=
d∫∫∫
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á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‚ ÓÚÌÓ¯ÂÌËË ‚ÂÏÂÌË t ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ˚È ÔÓ‰ıÓ‰ ‰‡ÂÚ Í‡Â‚Û˛ Á‡‰‡˜Û, ‡ ÌÂ
Á‡‰‡˜Û äÓ¯Ë. Ç ˝ÚÓÏ ÂÒÚ¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÂ ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚Ó, Ú.Í. Í‡Â‚‡fl Á‡‰‡˜‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÍÓÂÍÚÌÓÈ, ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ Á‡‰‡˜Ë äÓ¯Ë.

5. ÄÌ‡ÎËÁ ÏÓ‰ÂÎË “‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÏÓÛÔÛ„ÓÒÚË Ò ‰ËÒÒËÔ‡ˆËÂÈ”. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚‡Ë‡-
ˆËÓÌÌÛ˛ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍÛ ‰Îfl ËÁÛ˜‡ÂÏÓÈ ÏÓ‰ÂÎË

(5.1)

Ñ‡‰ËÏ ‡Ì‡ÎËÁ ˜‡ÒÚÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ÒÂ‰˚ (“‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÏÓÛÔÛ„ÓÒÚË” Ò ‰ËÒÒËÔ‡ˆËÂÈ), Ò
ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÏË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË (4.4) Ò ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÙÛÌ‰‡ÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ı ÔÓ-
ÎÓÊÂÌËÈ ÏÂı‡ÌËÍË Ë ÚÂÏÓ‰ËÌ‡ÏËÍË:

(‡). èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ‡fl ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ËÁÛ˜‡ÂÏÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ èÂ‚Ó-
ÏÛ á‡ÍÓÌÛ íÂÏÓ‰ËÌ‡ÏËÍË. ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÈ ‡·ÓÚ˚ ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÒË-
ÎÓ‚˚ı Ù‡ÍÚÓÓ‚ ‰Îfl Á‡ÔËÒ‡ÌÌÓ„Ó ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl (5.1). èÂ‚˚Â ‰‚‡ ÒÎ‡„‡Â-
Ï˚ı ‚ ‚˚‡ÊÂÌËË ‰Îfl ÔÎÓÚÌÓÒÚË ‚ÓÁÏÓÊÌÓÈ ‡·ÓÚ˚ ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ ‚ ÚÓ˜ÌÓÒÚË
‚ÓÁÏÓÊÌÛ˛ ‡·ÓÚÛ ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËı Ì‡ÔflÊÂÌËÈ Ì‡ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËflı ÒÂ‰˚, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ
‚ ÚÂıÏÂÌÓÏ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËË σijδεij (i, j = 1, 2, 3). íÂÚ¸Â ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚ (5.1) ÏÓÊÌÓ Ú‡ÍÚÓ-
‚‡Ú¸ Í‡Í ‡·ÓÚÛ iδυi Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ‰Îfl ÌÂÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚

Ì‡ ‚‡Ë‡ˆËË Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚ı ÒÍÓÓÒÚÂÈ υi = (  – υ2∂R/υxi). óÂÚ‚ÂÚÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ÏÓÊÂÚ

·˚Ú¸ Á‡ÔËÒ‡ÌÓ ‚ ‚Ë‰Â σ44δε44. ë‡‚ÌËÏ ÔÂ‚˚Â ‰‚‡ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı Ë ˜ÂÚ‚ÂÚÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ Ò
Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚ¸˛ ÔÂ‚Ó„Ó Á‡ÍÓÌ‡ ÚÂÏÓ‰ËÌ‡ÏËÍË dU = σijdeij + TdS (U – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ‚ÌÛÚÂÌ-
ÌÂÈ ˝ÌÂ„ËË ÒËÒÚÂÏ˚, T – ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ‡fl ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡, S – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ˝ÌÚÓÔËË [8]). í‡ÍÓÂ
Ò‡‚ÌÂÌËÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‰‡Ú¸ ÙËÁË˜ÂÒÍÛ˛ ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆË˛ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÂ ÚÂÌÁÓ‡ “‰ÂÙÓÏ‡-
ˆËÈ” ε44 = ∂Rn/∂xmNnNm Ë ÍÓÏÔÓÌÂÌÚÂ ÚÂÌÁÓ‡ “Ì‡ÔflÊÂÌËÈ” σ44 (σ44 = σijNiNj). ÑÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ÏÓÊÌÓ ÔËÌflÚ¸, ˜ÚÓ ‚˚‡ÊÂÌËÂ σijNiNjδ(∂Rn/∂xm)NnNm = σ44δε44 = TδS ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl-
ÂÚ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ‚ÌÛÚÂÌÌÂÈ ˝ÌÂ„ËË, Ò‚flÁ‡ÌÌÓÂ Ò Ó·‡ÚËÏ˚ÏË ÚÂÔÎÓ‚˚ÏË ÔÓˆÂÒÒ‡ÏË.

íÓ„‰‡ σ44 ËÏÂÂÚ ÒÏ˚ÒÎ ‡·ÒÓÎ˛ÚÌÓÈ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚,  – ˝ÌÚÓÔËË, ‡ R = dt – Ì‡ÍÓÔÎÂÌ-

ÌÓÈ ˝ÌÚÓÔËË (  = ∂R/∂t).
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏ‡fl ÏÓ‰ÂÎ¸ ÒÓ‰ÂÊËÚ èÂ‚˚È á‡ÍÓÌ íÂÏÓ‰ËÌ‡ÏËÍË Í‡Í

˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È.
(‚). ì˜ËÚ˚‚‡fl Û‡‚ÌÂÌËfl ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl ‚ ÙÓÏÂ (4.5) ÎÂ„ÍÓ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ËÚ¸ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸

Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ ÚÂÓÂÏ˚ äÎ‡ÔÂÈÓÌ‡:

(Ò). èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌ‡fl ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ËÁÛ˜‡ÂÏÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ÌÂ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ ÇÚÓ-
ÓÏÛ á‡ÍÓÌÛ íÂÏÓ‰ËÌ‡ÏËÍË. àÒÔÓÎ¸ÁÛfl Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚È Á‡ÍÓÌ ÉÛÍ‡ (4.1), (4.2), (4.4) Ë ÚÂÓ-
ÂÏÛ äÎ‡ÔÂÈÓÌ‡ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó:

δA δU– δA τ ijδγij pδθ pkδυk– TδS σiδRi+ + +{ } Vd

V

∫– 0= =

pi

∂UV

∂υ i
----------–

1
2
---Aqj δqi NqNi–( )N j δji N jNi–( )Nq–[ ]+ ρ ṙi υ2 ∂R

∂xi
-------– 

  f r1–= =

ṙi

Ṙ Ṙ
t0

t

∫
Ṙ

2UV 2U σij

∂Ri

∂x j
-------- σiRi+ Vd∫∫∫∫ Pi

V Ri Vd∫∫∫∫ Pi
FRi Fd∫∫∫+ A= = = =

f υkδrk rkδυk–( ) E1 SδR RδS–( ) Λ1 θδR Rδθ–( ) Λ θδS Sδθ–( )+ + +[ ] V  =d

V

∫
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„‰Â δA – ‚ÓÁÏÓÊÌ‡fl ‡·ÓÚ‡ ‚ÌÂ¯ÌËı 4D-ÒËÎ. éÚÒ˛‰‡ Ò‡ÁÛ ÒÎÂ‰ÛÂÚ δW* ≥ 0. ëÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ, ‚ ‡ÏÍ‡ı ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚Â ÔÓˆÂÒÒ˚ ÔÓÚÂÍ‡˛Ú Ò ÔÓÎÓÊË-
ÚÂÎ¸ÌÓÈ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËÂÈ, Ë ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ÇÚÓÓÈ á‡ÍÓÌ íÂÏÓ‰ËÌ‡ÏËÍË.

(Â). Ñ‡‰ËÏ Ú‡ÍÚÓ‚ÍÛ ˜ÂÚ‚ÂÚ˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ‚ÂÍÚÓÓ‚ ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ Ë ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ.
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‡·ÓÚÛ ‚ÌÂ¯ÌËı 4D-ÒËÎ Ì‡ 4D-ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflı.

(5.2)

á‰ÂÒ¸ ‚‚Â‰ÂÌ˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ‰Îfl ÔÓÂÍˆËÈ:  = (δik – NiNj) – ÔÓÒÚ‡Ì-

ÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÔÓÂÍˆËfl ‚ÌÂ¯ÌËı Ó·˙ÂÏÌ˚ı 4D-ÒËÎ ; wV = Ni/(iυ) – ‚ÂÏÂÌÌ‡fl ÔÓÂÍˆËfl

‚ÌÂ¯ÌËı Ó·˙ÂÏÌ˚ı 4D-ÒËÎ  (Ó·˙ÂÏÌ‡fl ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÏÓ˘ÌÓÒÚÂÈ),  = (δik – NiNj) –

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ‡fl ÔÓÂÍˆËfl ‚ÌÂ¯ÌËı „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ı 4D-ÒËÎ , wF = Ni/(iυ) –

‚ÂÏÂÌÌ‡fl ÔÓÂÍˆËfl ‚ÌÂ¯ÌËı „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ı 4D-ÒËÎ  („ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ‡fl

ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÏÓ˘ÌÓÒÚÂÈ).
ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ‡‰Ë‡·‡ÚË˜ÂÒÍËÈ ÔÓˆÂÒÒ. Ç ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ËÁÏÂÌÂÌËÂ ˝ÌÚÓÔËË ∂S/∂t = 0,

ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, S = S(x, y, z). àÌÚÂ„ËÛfl ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ˝ÌÚÓÔË˛ ÔÓ ÙËÁË˜ÂÒÍÓ-
ÏÛ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÏÛ ‚ÂÏÂÌË t, ÔÓÎÛ˜ËÏ fl‚ÌÛ˛ Ò‚flÁ¸ ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ÔÓˆÂÒÒ‡ R Ë ÙË-
ÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ‡‚ÌÓÏÂÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË t: R = S(x, y, z)(t – t0). ùÚÓÚ ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È ‰‡ÂÚ ‚ÓÁ-
ÏÓÊÌÓÒÚ¸ Ú‡ÍÚÓ‚‡Ú¸ R = R(x, y, z, t) Í‡Í ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‚ÂÏfl ÔÓˆÂÒÒ‡ ‚ ÚÓ˜ÍÂ. éÚÏÂÚËÏ,
˜ÚÓ ˝ÚÓ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‚ÂÏfl ÔÓˆÂÒÒ‡ ıÓÚ¸ Ë ÚÂ˜ÂÚ ‡‚ÌÓÏÂÌÓ (ÔÓÔÓˆËÓÌ‡Î¸ÌÓ ÙËÁË-
˜ÂÒÍÓÏÛ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÏÛ ‚ÂÏÂÌË (t – t0)), ÌÓ ÚÂÏÔ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ÏÂÌflÂÚÒfl ÓÚ ÚÓ˜-
ÍË Í ÚÓ˜ÍÂ, ˜ÚÓ ÓÚ‡Ê‡ÂÚ ÏÌÓÊËÚÂÎ¸ S(x, y, z).

ÑÎfl ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ˝ÌÚÓÔËfl S – ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ‚ÂÏÂ-
ÌË. èÓ˝ÚÓÏÛ ‰Îfl Ú‡ÍËı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‚ÂÏfl ÌÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ‡ÁÎË˜ÌÓ ÓÚ ÚÓ˜ÍË Í ÚÓ˜-
ÍÂ, ÌÓ Ë ÚÂ˜ÂÚ ÛÊÂ ÌÂ‡‚ÌÓÏÂÌÓ:

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ ‚ÂÍÚÓÓ‚  Ë Ri. ë Û˜ÂÚÓÏ ‚‚Â‰ÂÌÌ˚ı ÓÔÂ‰Â-

ÎÂÌËÈ ˜ÂÚ‚ÂÚ˚ı ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl wVS(x, y, z), wFS(x, y, z) Ú‡ÍÚÛ˛ÚÒfl Í‡Í ÏÓ˘-
ÌÓÒÚË ‚ÌÂ¯ÌËı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ÚÂÔÎ‡, ‡ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl wVS(x, y, z)(t – t0), w

FS(x, y, z)(t – t0) Í‡Í
‚˚‰ÂÎÂÌÌ‡fl ËÏË Á‡ ÔÂËÓ‰ ÙËÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË (t – t0) ÚÂÔÎÓ‚‡fl ˝ÌÂ„Ëfl. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ
‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ÒÂ‰˚ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â Ò ÚÓ˜ÍË ÁÂÌËfl ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó Ì‡·Î˛‰‡ÚÂÎfl ÏÓ˘ÌÓ-
ÒÚË ·Û‰ÛÚ ‡ÁÌ˚ÏË, Á‡‚ËÒfl˘ËÏË ÓÚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú ÚÓ˜ÍË, ‚ ÍÓÚÓÓÈ Ë‰ÂÚ ÔÓˆÂÒÒ, Á‡ Ò˜ÂÚ
ÏÌÓÊËÚÂÎfl S(x, y, z).

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓÂ ‚ÂÏfl ÔÓˆÂÒÒ‡ R fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÈ ÙÛÌÍˆË-
ÂÈ ÙËÁË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË (‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì˚Â ÔÓˆÂÒÒ˚), ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl wVR, wFR ‚ ÔÓ‰˚ÌÚÂ-
„‡Î¸Ì˚ı ‚˚‡ÊÂÌËflı (23) Ú‡ÍÚÛ˛ÚÒfl Í‡Í ÔÎÓÚÌÓÒÚË ÚÂÔÎÓ‚˚ı ˝ÌÂ„ËÈ.

A Pi
V Ri Vd∫∫∫∫ Pi

FRi F  =d∫∫∫+=

=  Pi
V δik NiN j–( )R j δjk N jNk–( ) Vd∫∫∫∫ Pi

F δik NiN j–( )R j δjk N jNk–( ) F +d∫∫∫+

+ iυ( )Pi
V Ni ) R jN j/ iυ( )([ ] Vd∫∫∫∫ iυ( )Pi

FNi ) R jN j/ iυ( )([ ] F  =d∫∫∫+

=  Pk
V3rk Vd∫∫∫∫ Pk

F3rk Fd∫∫∫+[ ] wV R Vd∫∫∫∫ wFR Fd∫∫∫+[ ]+

Pk
V3 Pi

V

Pi
V Pi

V

Pi
V Pi

F3 Pi
F

Pi
F Pi

F

Pi
F

S S x y z 0, , ,( ) 1
1!
-----∂S x y z 0, , ,( )

∂t
------------------------------- t t0–( ) …,+ +=

R S x y z 0, , ,( ) t t0–( ) 1
2!
-----∂S x y z 0, , ,( )

∂t
-------------------------------+ t t0–( )2 …+=

Pi
V
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(f). èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ ÏÓ‰ÂÎ¸ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÏÓÛÔÛ„ÓÒÚË ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ‰‡Ú¸ ÙÓÏ‡Î¸ÌÓÂ
Ó·ÓÒÌÓ‚‡ÌËÂ „ËÔÓÚÂÁÂ îÛ¸Â. ê‡ÁÓ·¸ÂÏ „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ Ì‡ „ËÔÂˆËÎËÌ‰ (t1 ≤ t ≤ t2) Ë
‰‚Â „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚË (“‚ÂÏÂÌÌ˚ı ‰ÓÌ˚¯Í‡”): t = t1, t = t2. íÓ„‰‡

Ç‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Ë ‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÔÓÂÍˆËË „ËÔÂÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ı

4D-ÒËÎ  ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ Ì‡ „ËÔÂˆËÎËÌ‰Â Ë „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚflı t = t1, t = t2:

íÓ„‰‡ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ “‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÏÓÛÔÛ„ÓÒÚË” ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸
‚ ‚Ë‰Â

(5.3)

á‡ÔË¯ÂÏ ˜ÂÚ‚ÂÚÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‡‚ÌÓ‚ÂÒËfl (Û‡‚ÌÂÌËÂ ·‡Î‡ÌÒ‡ ÏÓ˘ÌÓÒÚÂÈ), ÔÓÎÛ˜ÂÌ-
ÌÓÂ ÔË ‚‡Ë‡ˆËË R. àÏÂÂÏ ËÁ (5.3):

(5.4)

„‰Â wint – ÏÓ˘ÌÓÒÚ¸ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË. èÓËÌÚÂ„ËÛÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ (5.4) ÔÓ 3D-Ó·˙ÂÏÛ. èÓ-
ÎÛ˜ËÏ:

(5.5)

á‰ÂÒ¸ ∆w – ÂÁÛÎ¸ÚËÛ˛˘‡fl ÏÓ˘ÌÓÒÚ¸ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË Ë ‚ÌÂ¯ÌËı ËÒÚÓ˜ÌËÍÓ‚ ÚÂÔÎ‡.
íÂÔÂ¸ ÏÓÊÌÓ ‚‚ÂÒÚË ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÚÂÔÎÓ‚Ó„Ó ÔÓÚÓÍ‡ qk. Ç ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÍÎ‡ÒÒË˜Â-

ÒÍËÏË ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËflÏË Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÒÂ‰ÌÂÈ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚ ÚÂÎ‡ ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ
‡‚ÌÓ ÚÂÔÎÓ‚ÓÏÛ ÔÓÚÓÍÛ ˜ÂÂÁ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸ ˝ÚÓ„Ó ÚÂÎ‡ Ï˚ ‰ÓÎÊÌ˚ ÔËÌflÚ¸, ˜ÚÓ ËÏÂÂÚ
ÏÂÒÚÓ ÒÎÂ‰Û˛˘‡fl Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ËÏÔÛÎ¸ÒÓÏ Ë ÚÂÔÎÓ‚˚Ï ÔÓÚÓÍÓÏ:

(5.6)

Fd∫∫∫ F2d td∫∫∫ V3 t t1=

t t2=
d∫∫∫+=

Pi
F

Pi
FRi Fd∫∫∫ Pk

F3rk Fd∫∫∫ wFR F  =d∫∫∫+=

=  Pk
F2rk F2 tdd∫∫∫ Pk

F1rk V3d
t t1=

t t2=

∫∫∫+[ ] w
F2R F2 tdd∫∫∫ wFR V3 t t1=

t t2=
d∫∫∫+[ ]+

Pk
F3 = 

Pk
F2 Ì‡ „ËÔÂˆËÎËÌ‰Â t1 t t2≤ ≤( )

Pk
F1 Ì‡ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚË t = t1 t = t2,( )






,

wF w
F2 Ì‡ „ËÔÂˆËÎËÌ‰Â t1 t t2≤ ≤( )

w
F1 Ì‡ „ËÔÂÔÎÓÒÍÓÒÚË t = t1 t = t2,( )






=

∂σij

∂x j
--------- ṗi f υ i– Pi

V3+ + δri υ2∂ pk

∂xk
--------– Ṫ E1Ṙ Λ1θ+( )– wV+ ++ δR

 
 
 

V3 t +dd∫∫∫∫

+ Pi
F2 σijn j–[ ]δri w

F2 υ2 pknk+[ ]δR+{ } F2 t +dd∫∫
+ Pi

F1 pk–[ ]δrk w
F1 T–[ ]δR+{ } V3 t t1=

t t2=
d∫∫∫ 0=

Ṫ υ2∂ pk

∂xk
-------- wint w–( ), wint+ E1Ṙ Λ1θ+( )= =

∂
∂t
----- T V3d∫∫∫ υ2 pk( )nk Fd∫∫ ∆w, ∆w+ wint w–( ) V3d∫∫∫= =

qk υ2 pk=
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íÓ„‰‡ ËÌÚÂ„‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ·‡Î‡ÌÒ‡ ÏÓ˘ÌÓÒÚÂÈ (5.5) ÔËÌËÏ‡ÂÚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÈ ‚Ë‰:

ëÙÓÏÛÎËÛÂÏ „ËÔÓÚÂÁÛ îÛ¸Â:

(5.7)

á‰ÂÒ¸ k – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË, ‡ Ò – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÚÂÔÎÓÂÏÍÓÒÚË.
àÁ „ËÔÓÚÂÁ˚ îÛ¸Â (5.7) Ë Û‡‚ÌÂÌËfl ·‡Î‡ÌÒ‡ ÏÓ˘ÌÓÒÚÂÈ (5.4) ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÂ

Û‡‚ÌÂÌËÂ ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË [9]:

(5.8)

èÛÒÚ¸ ÚÂÔÂ¸ ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ ·ÓÎÂÂ Ó·˘ÂÂ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ, ˜ÂÏ „ËÔÓÚÂÁ‡ îÛ¸Â (5.7):

(5.9)

àÁ (5.9) Ë Û‡‚ÌÂÌËfl ·‡Î‡ÌÒ‡ ÏÓ˘ÌÓÒÚÂÈ (5.4) ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÚÂÔÎÓÔÓ-
‚Ó‰ÌÓÒÚË [9]:

(5.10)

èË ËÁÓıÓË˜ÂÒÍÓÏ ÔÓˆÂÒÒÂ, θ = 0, Û‡‚ÌÂÌËÂ (5.10) ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÔÓ ‚Ë‰Û Ò (5.8). ëÎÂ‰Ó-
‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÚÂÔÎÓÂÏÍÓÒÚ¸ ‚ Û‡‚ÌÂÌËË (5.10) fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÂÔÎÓÂÏÍÓÒÚ¸˛ ÔË ÔÓÒÚÓflÌÌÓÏ
Ó·˙ÂÏÂ cV:

ÑÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ ‰‡‚ÎÂÌËÂ Ò‚flÁ‡ÌÓ Ò ËÁÏÂÌÂÌËÂÏ Ó·˙ÂÏ‡ Ë ÚÂÏÔÂ‡ÚÛÓÈ Û‡‚ÌÂÌËÂÏ
Ñ˛‡ÏÂÎfl–çÂÈÏ‡Ì‡:

(5.11)

íÓ„‰‡ ÔË ËÁÓ·‡Ë˜ÂÒÍÓÏ ÔÓˆÂÒÒÂ  = 0, ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ó·˙ÂÏ‡ ÏÓÊÌÓ ‚˚‡ÁËÚ¸ ˜ÂÂÁ ÚÂÏ-
ÔÂ‡ÚÛÛ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ (5.11). Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ (5.10) ÔËÓ·ÂÚÂÚ ‚Ë‰ Û‡‚ÌÂÌËfl
ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË (5.8), ÌÓ ÚÓÎ¸ÍÓ Ò ‰Û„ËÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ÔË ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÓÚ ÚÂÏÔÂ-
‡ÚÛ˚ (Ò ‰Û„ËÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓÏ ÚÂÔÎÓÂÏÍÓÒÚË, cP):

ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ ÏÓÊÌÓ Ë‰ÂÌÚËÙËˆËÓ‚‡Ú¸ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚÛ ‡ ‚ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ „ËÔÓÚÂÁÂ îÛ¸Â (5.9):

éÍÓÌ˜‡ÚÂÎ¸ÌÓ, Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË ÔËÓ·ÂÚÂÚ ‚Ë‰ [9]:

(5.12)

∂
∂t
----- T V3d∫∫∫ qknk Fd∫∫ ∆w+=

qk
k
c
-- ∂T

∂xk
--------=

k
c
-- ∂2T

∂xk∂xk
----------------- Ṫ– wint w–( )+ 0=

qk
k
c
-- ∂T

∂xk
-------- aṙk+=

k
∂2T

∂xk∂xk
----------------- cṪ– acθ̇ c wint w–( )+ + 0=

k
∂2T

∂xk∂xk
----------------- cVṪ– cV wint w–( )+ 0=

p 2µ/3 λT+( ) θ αT–( )=

k
∂2T

∂xk∂xk
----------------- cPṪ– cV wint w–( )+ 0=

a cP cV–( )/ αcV( )=

k
cV
----- ∂2T

∂xk∂xk
----------------- Ṫ–

cP cV–( )
αcV

----------------------θ̇ wint w–+ + 0=
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í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÌÓÂ ‚ ‡ÏÍ‡ı ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÏÓÛÔÛ„ÓÒÚË
Û‡‚ÌÂÌËÂ ·‡Î‡ÌÒ‡ ÏÓ˘ÌÓÒÚÂÈ ÒÓ‰ÂÊËÚ Í‡Í ˜‡ÒÚÌ˚Â ÒÎÛ˜‡Ë ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ‚‡Ë‡ÌÚ˚ Û‡‚-
ÌÂÌËfl ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË.

Ç˚flÒÌËÏ, Ì‡ÍÓÌÂˆ, Í‡ÍÓÈ ‚‡Ë‡ÌÚ Û‡‚ÌÂÌËfl ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË ‰‡ÂÚ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl
ÚÂÏÓÛÔÛ„ÓÒÚ¸, ÂÒÎË ÌÂ ÔË‚ÎÂÍ‡Ú¸ „ËÔÓÚÂÁ˚ îÛ¸Â Ë Ñ˛‡ÏÂÎfl–çÂÈÏ‡Ì‡ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â
‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı. Ç ‡ÏÍ‡ı ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍË “‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÏÓÛÔÛ„ÓÒÚË” ‡ÒÒÏÓÚËÏ
Û‡‚ÌÂÌËfl Á‡ÍÓÌ‡ ÉÛÍ‡ (4.4):

(5.13)

àÁ ÌËı ÒÚÓ„Ó ‚˚ÚÂÍ‡˛Ú ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl, Ó·Ó·˘‡˛˘ËÂ Ë „ËÔÓÚÂÁÛ îÛ¸Â, Ë „ËÔÓÚÂÁÛ Ñ˛‡-
ÏÂÎfl–çÂÈÏ‡Ì‡. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‚˚‡Ê‡fl R ˜ÂÂÁ T ËÁ Û‡‚ÌÂÌËfl Á‡ÍÓÌ‡ ÉÛÍ‡ ‰Îfl ÚÂÏÔÂ-

‡ÚÛ˚, Ì‡È‰ÂÏ R = [T + (Λ – )θ – ES]/ . èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl r ‚ Û‡‚ÌÂÌËÂ Á‡ÍÓÌ‡ ÉÛÍ‡ (5.13)
‰Îfl Ó·Ó·˘ÂÌÌÓ„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡ pk, ÔÓÎÛ˜ËÏ ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl ÚÂÔÎÓ‚Ó„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ˜ÂÂÁ ÚÂÏÔÂ-
‡ÚÛÛ.

Ñ‡‰ËÏ Í‡ÚÍËÈ ‡Ì‡ÎËÁ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl. èÂ‚ÓÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚ ÌÂÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ
„ËÔÓÚÂÁÂ îÛ¸Â Ë ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÏÛ Û‡‚ÌÂÌË˛ ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË. ëÛÏÏ‡ ÔÂ-
‚˚ı ‰‚Ûı ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ó·Ó·˘ÂÌÌÓÈ „ËÔÓÚÂÁÂ îÛ¸Â (5.9), Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ
ÔË‚Ó‰ËÚ Í Û‡‚ÌÂÌË˛ (5.12).

(g). èÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËfl Á‡ÍÓÌ‡ ÉÛÍ‡ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÏÓÛÔÛ„ÓÒÚË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸-
ÌÓ ‰‡‚ÎÂÌËfl Ë ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚ ÒÓ‰ÂÊ‡Ú Û‡‚ÌÂÌËÂ Ñ˛‡ÏÂÎfl–çÂÈÏ‡Ì‡ Í‡Í ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ-
˜‡È. á‡ÔË¯ÂÏ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÏÓÛÔÛ„ÓÒÚË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
‰‡‚ÎÂÌËfl Ë ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚

(5.14)

èÛÒÚ¸ ˝Ú‡ ÒËÒÚÂÏ‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎËÌÂÈÌÓ Á‡‚ËÒËÏÓÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ R Ë . íÓ„‰‡ ÓÔÂ‰ÂÎË-
ÚÂÎ¸ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ (5.14) ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛

(5.15)

àÁ ˝ÚËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÏÓÊÌÓ ËÒÍÎ˛˜ËÚ¸ ÎËÌÂÈÌ˚È ÓÔÂ‡ÚÓ ÓÚ R Ë ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û
‰‡‚ÎÂÌËÂÏ, ÚÂÏÔÂ‡ÚÛÓÈ Ë ËÁÏÂÌÂÌËÂÏ Ó·˙ÂÏ‡

(5.16)

Ç‚Â‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl

íÓ„‰‡ Û‡‚ÌÂÌËÂ (5.16) ÔËÓ·ÂÚ‡ÂÚ ‚Ë‰ Û‡‚ÌÂÌËÂ Ñ˛‡ÏÂÎfl–çÂÈÏ‡Ì‡:

pk ρ ṙk υ2∂R/∂xk–( )– f rk, p– 2µ/3 λ+( )θ Λ Λ+( )Ṙ– Λ1R–= =

T Λ Λ–( )θ– EṘ E1R, wint–+ E1Ṙ Λ1θ+( )= =

Λ E1

qk υ2 pk ρυ2 ṙk υ2 ∂R
∂xk
--------– 

 – υ2 f rk  =–= =

=  ρυ2υ2

E1

------ ∂T
∂xk
-------- ρυ2 ṙk– ρυ2υ2

E1

------ Λ Λ–( ) ∂θ
∂xk
-------- ρυ2υ2

E1

------E
∂S
∂xk
-------- υ2 f rk––+

p 2µ/3 λ+( )θ Λ Λ+( )Ṙ– Λ1R, T– Λ Λ–( )θ– EṘ E1R–+= =

Ṙ

Λ Λ+( )E1 EΛ1– 0 ËÎË Λ Λ+ E Λ1/E1( )= =

p
2µ
3

------ λ
Λ1

E1

------ Λ Λ–( )+ + θ
Λ1

E1

------T+=

Λ Λ–( )
λT λ–( )

2µ/3 λT+( )α
---------------------------------, Λ1 2µ/3 λT+( )α E1( )= =

p 2µ/3 λT+( ) θ αT–( )=
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í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, „ËÔÓÚÂÁ‡ Ñ˛‡ÏÂÎfl–çÂÈÏ‡Ì‡ ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ‡ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌË˛ (5.15) ‚ ‰Ë-
Ì‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÏÓÛÔÛ„ÓÒÚË Ë fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÚÓ„ËÏ ˜‡ÒÚÌ˚Ï ÒÎÛ˜‡ÂÏ (5.14).

Ç Ó·˘ÂÏ ÒÎÛ˜‡Â ‡Ì‡ÎÓ„ Û‡‚ÌÂÌËfl Ñ˛‡ÏÂÎfl–çÂÈÏ‡Ì‡ ÛÒÚ‡Ì‡‚ÎË‚‡ÂÚ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û
‰‡‚ÎÂÌËÂÏ, ÚÂÏÔÂ‡ÚÛÓÈ Ë ËÁÏÂÌÂÌËÂÏ Ó·˙ÂÏ‡ Ë ËÏÂÂÚ ‚Ë‰ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó Û‡‚-
ÌÂÌËfl ÂÎ‡ÍÒ‡ˆËË-ÔÓÎÁÛ˜ÂÒÚË. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (5.14) ÏÓÊÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸

‚ÂÎË˜ËÌ˚ R Ë  (ÂÒÎË ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÌÂ ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛). ÑËÙÙÂÂÌˆËÛfl r Ë ËÒÍÎ˛˜‡fl , ÔÓ-
ÎÛ˜ËÏ Û‡‚ÌÂÌËÂ, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ÂÂ ÍÓÏ·ËÌËÓ‚‡ÌÌÛ˛ ÏÓ‰ÂÎ¸ ÔÓÎÁÛ˜ÂÒÚË Ë ÂÎ‡ÍÒ‡ˆËË ‰Îfl
Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓÈ Ô‡˚ θ Ë p. ùÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ:

„‰Â α1, α2, β1, β2, ξ1, ξ2 – ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÙËÁË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ÏÓ‰ÂÎË, ÍÓÚÓ˚Â ÎÂ„ÍÓ
ÏÓÊÌÓ ‚˚‡ÁËÚ¸ ˜ÂÂÁ ËÒıÓ‰Ì˚Â ÙËÁË˜ÂÒÍËÂ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Â ÏÓ‰ÂÎË.

á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ. èÓÎÛ˜ÂÌÓ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓ„Ó ÔËÌˆËÔ‡ Ì‡ ÌÂ-
„ÓÎÓÌÓÏÌ˚Â ÒÂ‰˚.

ìÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ‡ Ú‡ÌÒ‚ÂÒ‡Î¸Ì‡fl ËÁÓÚÓÔÌÓÒÚ¸ ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ‚ÂÏÂÌË ÙËÁË˜ÂÒÍËı
Ò‚ÓÈÒÚ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ åËÌÍÓ‚ÒÍÓ„Ó.

ìÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ Ó·˘ËÈ ‚Ë‰ ÙËÁË˜ÂÒÍË ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ‰Îfl ÌÂ-
„ÓÎÓÌÓÏÌ˚ı ‚ÌÛÚÂÌÌËı Ì‡ÔflÊÂÌËÈ Ë ÒËÎ, ÍÓÚÓ˚Â fl‚Îfl˛ÚÒfl ÛÒÎÓ‚ËflÏË ÌÂËÌÚÂ„ËÛÂ-
ÏÓÒÚË ‚ÓÁÏÓÊÌÓÈ ‡·ÓÚ˚ ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÒËÎÓ‚˚ı Ù‡ÍÚÓÓ‚ Aij, Ai, Bi.

ÑÎfl ÙËÁË˜ÂÒÍË ÎËÌÂÈÌ˚ı ÌÂ„ÓÎÓÏÌ˚ı ÒÂ‰ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘ËÂ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl
Ó·˘Â„Ó ‚Ë‰‡. èÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ÒÚÓËÚ-
Òfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÔÓ ÏÛÎ¸ÚËËÌ‰ÂÍÒ‡Ï ÚÂÌÁÓÓ‚ ÚÂÏÓÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËı Ò‚ÓÈÒÚ‚
ÒÂ‰˚, ÚÓ„‰‡ Í‡Í ÌÂ„ÓÎÓÏÌ‡fl ˜‡ÒÚ¸ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ÒÚÓËÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
‡ÌÚËÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÔÓ ÏÛÎ¸ÚËËÌ‰ÂÍÒ‡Ï ÚÂÌÁÓÓ‚ ÚÂÏÓÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËı Ò‚ÓÈÒÚ‚.

á‡ÔËÒ‡ÌÓ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰Îfl ÌÂ„ÓÎÓÌÓÏÌ˚ı ÎËÌÂÈÌ˚ı ÒÂ‰. èÓÎÛ˜ÂÌÓ Ó·-
˘ÂÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‰Îfl ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘Ëı ‚ ‚‡Ë‡ˆËÓÌÌÓÏ Û‡‚ÌÂÌËË, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı
ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÏÛ Ë ÌÂÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚ÌÓÏÛ ÔÓˆÂÒÒ‡Ï. ëÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ì‡ ÏÓ‰ÂÎ¸ Ò‚flÁ‡ÌÌÓÈ
‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÏÓÛÔÓ„ÓÒÚË Ò Û˜ÂÚÓÏ ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË. Ñ‡Ì‡ ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ
Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë.

ùÌÚÓÔËfl, Ó·Ó·˘ÂÌÌ‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ Ë ‰ÂÙÓÏ‡ˆËfl Ó·˙Â‰ËÌÂÌ˚ ‚ Â‰ËÌ˚È ÚÂÌÁÓÌ˚È
Ó·˙ÂÍÚ – ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚È 4D-ÚÂÌÁÓ ‚ÚÓÓ„Ó ‡Ì„‡. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ, ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡, ÚÂÔÎÓ‚ÓÈ
ÔÓÚÓÍ Ë ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍËÂ Ì‡ÔflÊÂÌËfl Ú‡ÍÊÂ Ó·˙Â‰ËÌÂÌ˚ ‚ Â‰ËÌ˚È ÚÂÌÁÓÌ˚È Ó·˙ÂÍÚ –
ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚È 4D-ÚÂÌÁÓ ‚ÚÓÓ„Ó ‡Ì„‡.

Ç‚Â‰ÂÌÓ ÔÓÌflÚËÂ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ÔÓˆÂÒÒ‡, Ò‚flÁ‡ÌÌÓ„Ó Ò ˝ÌÚÓÔËÂÈ. ùÌÚÓÔËfl
fl‚ÎflÂÚÒfl ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÔÓ ÙËÁË˜ÂÒÍÓÏÛ ‚ÂÏÂÌË ÓÚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ÔÓˆÂÒÒ‡.

ìÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÓÚÎË˜ËÂ ÓÚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓ„Ó ËÏÔÛÎ¸Ò‡, Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚È ËÏÔÛÎ¸Ò Á‡‚Ë-
ÒËÚ ÓÚ ÒÓ·ÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌË ÔÓˆÂÒÒ‡ (Â„Ó „‡‰ËÂÌÚ‡). é·Ó·˘ÂÌÌ˚È ËÏÔÛÎ¸Ò ÏÓ‰ËÙË-
ˆËÛÂÚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÈ ËÏÔÛÎ¸Ò Á‡ Ò˜ÂÚ Û˜ÂÚ‡ „‡‰ËÂÌÚ‡ Ì‡ÍÓÔÎÂÌÌÓÈ ˝ÌÚÓÔËË. ùÚÓ ÏÓÊ-
ÌÓ Ú‡ÍÚÓ‚‡Ú¸ Í‡Í ÂÎflÚË‚ËÒÚÒÍËÈ ˝ÙÙÂÍÚ ‚ ÒÂ‰‡ı Ò ı‡‡ÍÚÂÌÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ‡ÒÔÓ-
ÒÚ‡ÌÂÌËfl ÒË„Ì‡Î‡ υ (ÌÓÏËÓ‚Ó˜Ì˚È ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‚ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ x4).

ìÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌ‡ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û Ó·Ó·˘ÂÌÌ˚Ï ËÏÔÛÎ¸ÒÓÏ Ë ÚÂÔÎÓ‚˚Ï ÔÓÚÓÍÓÏ.
Ñ‡ÌÓ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÂ Ó·ÓÒÌÓ‚‡ÌËÂ „ËÔÓÚÂÁ˚ îÛ¸Â Í‡Í ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı ÒÓ-

ÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ‰Îfl 4D-ÒÂ‰˚, Ú.Â. ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÂ ÏÂÊ‰Û ÚÂÔÎÓ‚˚Ï ÔÓÚÓÍÓÏ, ÚÂÏ-
ÔÂ‡ÚÛÓÈ Ë ‰Û„ËÏË ÚÂÏÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÏË Ô‡‡ÏÂÚ‡ÏË, Ó·Ó·˘‡˛˘ÂÂ „ËÔÓÚÂÁÛ îÛ¸Â.

Ñ‡ÌÓ Ú‡ÍÊÂ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍÓÂ Ó·ÓÒÌÓ‚‡ÌËÂ „ËÔÓÚÂÁ˚ Ñ˛‡ÏÂÎfl–çÂÈÏ‡Ì‡, ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ‰ËÙ-
ÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ, Ò‚flÁ˚‚‡˛˘ÂÂ ‰‡‚ÎÂÌËÂ, ÚÂÏÔÂ‡ÚÛÛ Ë ËÁÏÂÌÂÌËÂ Ó·˙ÂÏ‡
(Û‡‚ÌÂÌËÂ ÂÎ‡ÍÒ‡ˆËË Ë ÔÓÎÁÛ˜ÂÒÚË), ÍÓÚÓÓÂ Ó·Ó·˘‡ÂÚ „ËÔÓÚÂÁÛ Ñ˛‡ÏÂÎfl–çÂÈÏ‡Ì‡.

ä‡Í ˜‡ÒÚÌ˚È ÒÎÛ˜‡È, ËÁ ÓÔÂ‰ÂÎfl˛˘Ëı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ÍÓÏ·ËÌËÓ‚‡ÌÌ‡fl ÏÓ-
‰ÂÎ¸ ÔÓÎÁÛ˜ÂÒÚË Ë ÂÎ‡ÍÒ‡ˆËË ‰Îfl Í‡ÌÓÌË˜ÂÒÍÓÈ Ô‡˚ θ Ë p.

Ṙ Ṙ
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è.Ä. ÅÂÎÓ‚, Ä.É. ÉÓ¯ÍÓ‚, ë.Ä. ãÛ¸Â

58

ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êîîà (ÔÓÂÍÚ˚ ‹ 06-01-00051 Ë
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