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УДК 539.3 
 

Вариационная формулировка математических моделей 
сред с микроструктурами. 

 
С.А. Лурье, П.А. Белов (Москва) 

 
В работе развивается алгоритм построения моделей сред с обобщенной кинематикой, 
который позволяет получать корректную и согласованную математическую 
формулировку моделей сред с микроструктурами. Приводятся математические модели 
континуальных сред с обобщенной кинематикой, учитывающие масштабные эффекты.  

 
1. Введение 

Для построения математических моделей используется вариационный подход. 
Вариационные методы являются весьма эффективным инструментом моделирования 
сред различной сложности, позволяя получать энергетически согласованные 
математические модели для сред различной сложности. Так, в соответствии с 
вариационным методом  Л.И. Седова [1] определение списка обобщенных переменных 
(что эквивалентно определению кинематической модели) и вида объемной плотности 
Лагранжиана, позволяет получить определяющие соотношения модели и систему 
уравнений равновесия (движения), записанную в кинематических переменных. В 
данном работе используется "кинематический" вариационный принцип, 
сформулированный в [2]-[5] и развитый в работах [6]-[8]. В соответствии с этим 
принципом  общий вид функционала энергии для исследуемой среды находится  по 
заданным кинематическим связям. Спектр внутренних взаимодействий полностью 
определяется системой кинематических связей, реализующихся в среде.   

Особое внимание будет уделяться общему варианту теории сред с 
сохраняющимися дислокациями, который обобщает известные модели Миндлина 
[9,10], Тупина [11], Коссера [12] и Аэро-Кувшинского [13]. Приводится описание 
актуальных с прикладной точки зрения частных вариантов теории: сред Коссера и 
Аэро-Кувшинского, пористых сред, сред с «двойникованием». Устанавливается 
система определяющих соотношений и формулируется согласованная постановка 
краевой задачи. Эти модели позволяют моделировать масштабные эффекты, связанные 
с когезионными и адгезионными взаимодействиями.  

На первом этапе исследуются кинематические соотношения модели среды, 
которые позволяют сформулировать кинематические связи для исследуемой среды. В 
дальнейшем эти связи учитываются в рамках принципа возможных перемещений. На 
втором этапе устанавливается список аргументов потенциальной энергии деформации 
(для обратимых процессов) и функционала Лагранжа. Приводится общий вид 
определяющих уравнений, соответствующих общей форме потенциальной энергии, 
проводится их анализ, позволяющий ввести некоторые упрощения, связанные с учетом 
известных экспериментальных данных. В результате дается полная вариационная 
формулировка математической модели. 
 

2. Кинематические модели сред 
Используется прием, в соответствии с которым исследование кинематики основано на 
анализе соответствующих соотношений интегрируемости (для бездефектных сред) и 
неинтегрируемости (для сред с полями дефектов)[14]. Рассмотрим сначала 
бездефектные среды с непрерывным и дифференцируемым вектором перемещений iR . 
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Запишем расширенные соотношения Коши для компонентов тензора дисторсии ijd . 

Они являются кинематическими связями между двенадцатью зависимыми степенями 
свободы ijγ , θ , kω  и iR , которыми наделен произвольно выбранный бесконечно 

малый параллелепипед: 
 ijkkijijijji ЭdR ωθδγ −+== )3/1(,         (1) 

Здесь, как обычно, по повторяющимся индексам осуществляется свертка, ijγ  - 

компоненты тензора девиатора деформаций, θ  - объемная деформация, kω  -

псевдовектор поворотов или упругих вращений, ijkЭ - компоненты  псевдотензора 

Леви-Чивиты. 
Записанные несимметричные соотношения Коши можно трактовать как условие 
существования векторного потенциала для тензора дисторсии ijd . Очевидно, что 

условие существования такого потенциала записывается в виде  

0, =nmjmin Эd .          (2) 

Среды, в которых имеется непрерывный векторный потенциал тензора дисторсии 
(вектор перемещений) назовем бездефектными средами Папковича. Соотношения (2) 
являются условия  интегрируемости соотношений (1) (условия  интегрируемости 
перемещений) и называются соотношениями Папковича. Эти соотношения можно 
переписать в виде: 
 ijijji ЭЭ ααβααβ θγω ,)3/1(,, +=         (3) 

Аналогичным образом запишем условия  интегрируемости соотношений (3) (условия  
интегрируемости вектора поворотов),  

 0),
3

1
( =+ jmimj ЭЭ µβαβµβµ θδγ .       (4) 

Соотношения (4), обеспечивающие непрерывность упругих поворотов, являются 
уравнениями совместности Сен-Венана. Уравнения неразрывности (4) можно 
разрешить относительно производных от объемной деформации в явной форме, 
выразив их через компоненты тензора- девиатора деформаций: 
  βαβµαµαβ γδγθ )],)2/1[(,)3/1( jmimijij ЭЭ+= .     (5) 

Такая форма уравнений совместности позволяет, с учетом (1),(3) получить формальные 
точные квадратуры  для вектора перемещений, объемной деформации и вектора 
поворотов только через компоненты тензора-девиатора деформаций [4]. 
Необходимыми и достаточными условиями (для односвязных сред) интегрируемости 
системы (5) являются, новые уравнения совместности третьего порядка, записанные 
относительно только компонент тензора- девиатора  деформаций [4]: 
 0],)2/1[( =+ pqjqpimmip ЭЭЭ βαβµαµβα γδγ       

Рассмотрим дефектную среду с полем дефектов- дислокациями. Если дисторсия ijd  не 

имеет непрерывного векторного потенциала, условия интегрируемости перемещений 
не выполняются. Тогда соотношения Папковича являются неоднородными: 

ijnmjminkkininnmjmin ЭЭЭd Ξ=−+= ],)3/1[, ωδθγ     (6) 

Если 0≠Ξ ij  - дисторсия не интегрируема, вектор перемещений как потенциал 

дисторсии разрыве. Непрерывный тензор "несовместностей" ijΞ  перемещений  

является  псевдотензором плотности дислокаций [15] и  подчиняется 
дифференциальному закону сохранения: 0, =Ξ jij . В последнем нетрудно убедиться 
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непосредственно, если учесть несимметричность тензора nmjЭ  по индескам jm, . 

Решение неоднородных уравнений Папковича (6)  представляется в виде суммы 
решения однородного уравнения Папковича 0

ijd  и частного решения неоднородных 

уравнений Папковича Ξ
ijd : Ξ+= ijijij ddd 0 . Общее решение неоднородного уравнения 

Папковича (6) можно записать в симметрированном виде: 

ijkkijijijijij Эddd ωθδγ −+=+= Ξ )3/1(0  ,   ΞΞ +=+= θθθθ kkR ,0 , 
ΞΞ +−=+= kijkjikkk ЭR ωωωω ,)2/1(0       (7) 

ΞΞ +−+=+= ijijkkijjiijijij RRR γδγγγ ,)3/1(),,)(2/1(0  

Очевидно, что здесь в качестве независимых «обобщенных перемещений»  наряду с Ξ
ijd  

можно рассматривать также следующие величины: Ξ
ijγ , Ξ

kω , Ξθ    

( inkkininij Эd ΞΞΞΞ −+= ωδθγ )3/1( ). Эти «обобщенные перемещения», связаны со своей 

«обобщенной деформацией» - тензором "несовместностей" ijΞ  (аналог соотношний 

Коши): 

ijnmjminkkininij ЭЭd Ξ=−+= ΞΞΞΞ ],)3/1([ ωδθγ       (8) 

Пользуясь терминологией среды Коссера, ijkjik ЭR ,)2/1(0 −=ω  называют стесненным 

вращением, а Ξ
kω  - свободным вращением или спином.  Аналогично, будем называть 

0
ijγ , и 0θ  - стесненными деформациями, а Ξ

ijγ , и Ξθ  - свободным деформациями. 

Среду с тензором дисторсии  ijd , 0≠Ξ
ijd ,  удовлетворяющим равенству (6),  назовем 

дефектной средой Папковича- Коссера. Подчеркнем, что в бездефектной, однородной 
среде Папковича тензор дисторсии является интегрируемым (он удовлетворяет 
условиям интегрируемости (2)), а непрерывный вектор перемещений может быть 
определен из несимметричных соотношений Коши путем интегрирования в 
квадратурах (формулы Чезаро).  Введем вектор Бюргерса [15],[16]: 

dFndFndFnЭnddFЭnd

dsЭnvddssddxdb

innninnjmnnijjmnnmij

jmnnmijjijjiji

∫∫∫∫∫∫∫∫

∫∫∫
Ξ=Ξ===

====
ΞΞ

ΞΞΞ

,
 

где js  - единичный вектор, касательный к плоскому контуру, nn - вектор единичной 

нормали к плоскости траектории, а вектора nmj nvs ,,  образуют тройку ортов, 

связанных с текущей точкой контура. Традиционное разложение дислокаций [16]  

включает два типа дислокаций (винтовая и краевая): dssdvvb jijiii
Ξ

∫= , 

dssdnnb jijiii
Ξ

∫=  и  dssdssb jijiii
Ξ

∫= . Такая классификация не отражает 

энергетической независимости выделенных типов дислокаций. Можно предложить 
иную классификацию дислокаций, определив следующие три типа дислокаций 

γ)( ib , θ)( ib  и ω)( ib :       

       

ωθγ
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Назовем )()(
0

jij

M

M
i dyb

x
Ξ

∫= γγ  - γ -дислокациями, )
3

1
()(

0

i

M

M
i dyb

x
Ξ

∫= θθ  - θ -дислокациями 

и )()(
0

jijkk

M

M
i dyЭb

x
Ξ

∫−= ωω  - ω -дислокациями.  Показано[16], что потенциальная 

энергия свободного формоизменения, пропорциональная величине  ΞΞ
ijij γγ~ , 

потенциальная энергия изменения объёма ΞΞθθ~  и кручения ΞΞ
kk ωω~  не имеют 

перекрестных членов. Поэтому потенциальные энергии введенных определений 
дислокаций аддитивны и могут существовать изолированно и независимо от других 
типов дислокаций. Предложенная классификация отражает, таким образом, 
энергетическую независимость выделенных типов дислокаций. Эта классификация, 
дает новую как физическую, так и кинематическую трактовку дислокаций, так как 
отражает связь дислокаций с формоизменением - γ , с изменением объема θ  
(пористость) и со скручиванием ω  (вихри или спины). Предложенная классификация, 
фактически позволяет прогнозировать частные случаи сред с сохраняющимися 
дислокациями, когда в среде доминируют лишь один или два типа дислокаций. 
 Аналогично можно продолжить построение кинематических соотношений  для 
сред с более общей кинематикой. Рассмотрим тензор дисторсии ijd  и тензор кривизн 

ijnD , который является градиентом тензора дисторсии 

nijijn dD ,=  

Следуя общему алгоритму, рассмотрим условия интегрируемости тензора дисторсии в 
записанном соотношении: 
 0, =nmkmijn ЭD          (9) 

Условия (9) являются условиями существования криволинейного интеграла при 

определении тензора дисторсии ind  через тензор кривизн ijnD . Назовем их 

обобщенными соотношениями Сен-Венана.  
Иначе говоря, условия интегрируемости (9) являются критерием существования 

тензорного потенциала для тензора кривизн. Этим потенциалом является тензор 
дисторсии - ijd . Имеет место полная аналогия со скалярным потенциалом для вектора 

iR  (среды Коши) и векторным потенциалом для тензора дисторсии (среды Папковича).  

Уравнение (9) является обобщением известных уравнений совместности Сен-
Венана. Чтобы доказать это достаточно выделить в тензорном уравнении (9) 
антисимметричную по индексам i,j часть. В этом частном случае уравнение (9) можно 
переписать в виде: 
 0),)(2/1( =− nmkmpqspqn ЭЭD   

Это уравнение есть условие существования векторного потенциала iω  для кривизн 

nspqspqnЭD ,))2/1(( ω=− . С другой стороны именно уравнения Сен-Венана и являются 

условиями интегрируемости вектора поворотов. Среды, для которых имеется 
непрерывный тензорный потенциал у тензора кривизн будем называть средами Сен-
Венана. В «бездефектных» средах Сен-Венана тензор дисторсии ijd , может быть 

однозначно определен по ijnD , ибо условия интегруемости (9) для ijnD  выполняются. 
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По аналогии с предыдущим можно рассмотреть дефектные среды Сен-Венана. 
Предположим, что в общем случае условия интегрируемости (9) не выполняются, и 
тогда имеет место неоднородное уравнение: 
  0, ≠Ω= ijknmkmijn ЭD         (10) 

Определим интегрируемую и неинтегрируемую части кинематической переменной 
третьего ранга (кривизны) как соответствующие общее решение однородного 
уравнения (9) и частное решение неоднородного уравнения (10). Равенство (10) 
является условием существования полей дефектов более сложного вида чем 

дислокаций- обобщенных дисклинаций. Псевдотензор-источник ijkΩ  обобщенных 

дисклинаций определяет соответствующую неинтегрируемую часть кривизн Ω
ijkD . 

Контурный интеграл вида ∫
Ω

xM

M
kijk dyD

0

 определяет разрывное поле дисторсии. 

Соответственно через антисимметричную часть кривизн ijkij ЭDΩ− )2/1(  определяется 

разрывное поле поворотов. Эти дефекты по определению являются классическими 
дисклинациями [16]. В средах с полями дисклинаций в общем случае не выполняется 
условие сохранения дефектов нижнего уровня- дислокаций[14], т.е. именно с наличием 
дисклинаций связана возможность генерации дефектов- дислокаций.  Отметим, что в 
«бездефектных» средах Сен-Венана отсутствуют обобщенные дисклинации. При этом 
такая среда может иметь поле сохраняющихся дефектов-дислокаций. В теории сред 
Сен-Венана можно наряду с дисклинациями выделить скалярное поле скачков 

изменения объема Ωθ - поры,  и тензорное поле скачков изменения формы -  поле 
двойникования  

Отметим, что в работе [14] построена геометрическая теории дефектов. Там же 
дан существенно более подробный анализ полей дефектов различной сложности. 
Главный итог исследования кинематики сред с точки зрения построения  
математических моделей  состоит в том, что кинематический анализ позволяет 
сформулировать связи и список аргументов функционала при построении 
математических моделей сред различной сложности вариационным методом. 

 
3. Вариационный метод построения моделей сред 

Для получения математической формулировки моделей сред с усложненной 
кинематикой используем кинематический вариационный принцип. Дадим общую 
формулировку обобщенных соотношений закона Гука. Далее предполагается, что 
рассматриваются линейные, обратимые процессы. Алгоритм построения модели 
сплошной среды сводится к следующему: 
1. На основе анализа кинематики сред устанавливается возможный список аргументов 
функционала Лагранжа и набор кинематических связей. 

2. По кинематическим связям строится возможная работа внутренних сил, причем 
спектр внутренних сил определяется неопределенными множителями Лагранжа, на 
которых вводятся кинематические связи. 

1. Возможная работа внутренних сил преобразуется в линейную вариационную 
форму. Определяется список аргументов. 

2. Записываются условия интегрируемости линейной вариационной формы (условия 
существования потенциальной энергии) и формулы Грина. 

3. В предположении физической линейности и интегрируемости линейной 
вариационной формы строится потенциальная энергия. По сформулированной 
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потенциальной энергии строятся физические соотношения (уравнения закона Гука) 
и лагранжиан.  

4. Из условия стационарности лагранжиана находятся уравнения Эйлера и 
естественные граничные условия. 

Приведем некоторые конкретные примеры построения моделей сред различной 
сложности. 

 
3.1. Модель классической теории упругости. 

Пусть в среде реализуются симметричные соотношения Коши: 
( ) ijijijjiij RR θδγε )3/1(,,)2/1( +=+= . Тогда каждой точке моделируемой среды 

приписываются девять степеней свободы: три компоненты вектора перемещений iR  и 

шесть компонент тензора деформаций ijε . Симметричные соотношения Коши 

устанавливают связь между ними. Метод неопределенных множителей Лагранжа 
позволяет формально сохранить равноправие всех девяти степеней свободы при 
формулировке физической модели выбранной среды. Это достигается тем, что 
вводится тензор реактивных сил, обеспечивающих вводимые связи. Этот тензор 
является симметричным тензором в силу свертки тензора реактивных сил с 
симметричным тензором кинематических связей.  
Тогда, в соответствии с кинематическим вариационным принципом, запишем вариацию 
возможной работы внутренних сил и используем интегрирование по частям. Получим: 

( ) =−++=+−= ∫∫∫∫∫∫∫∫ dFRndVRdVRRU ijijijijijijijjiijij δσδσδεσεδσδ ],[)],,)(2/1([  

( ) dFRndVR ijijijijkkijij ∫∫∫∫∫ −+++= δσδσδθσδγτ ],)3/1([     (11) 

Здесь ijσ  - компоненты симметричного тензора, ( ) ij)3/1()2/1( δσσστ kkjiijij −+= , jn - 

компоненты единичного вектора нормали к поверхности, ограничивающей 
рассматриваемое упругое тело kkijijjiij RRR ,,)3/1(),,(2/1 =−+= θθδγ . 

Cчитая, что вариационная линейная форма (11) интегрируема (существует 

потенциальная энергия), получим: dFUdVUU FV ∫∫∫∫∫ += , 

( ) ( ),,,, kijVkijVV RURUU θγε ==  )( kFF RUU =  . Для случая линейной среды, 

потенциальная энергия является  квадратичной формой своих аргументов с учетом их 
тензорной размерности: 

 
dFRRnnBnAn

dVRCRU

jijiijji

iiijij

)]({

]2)32)(6/1(2[)2/1( 2

−++

++++=

∫∫

∫∫∫
δ

θλµγµγ
   (12) 

Последний интеграл описавает поверхностную энергию деформации, и указывает на 
естественную анизотропию, связанную с нормалью к поверхности.  Определяя 
внутренние силовые факторы с помощью формул Грина, получаем из (12), что в общем 
случае модель сплошной среды здесь допускает существование внутри объема 
внутренних силовых факторов типа напряжений jiVij RU ,∂∂=σ  и объемных сил 

iVi RU ∂∂=σ , а на поверхности- внутренних поверхностных сил iFi RUP ∂∂= . 

Получим: 
 ( ) ijkkijjiij RRR δλµσ ,,, ++= ,  ii CR=σ      (13) 

Таким образом, показано что, тензор реактивных сил ijσ  в (11), обеспечивающих 

вводимые связи (соотношения Коши) действительно является классическим тензором 
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напряжений. На поверхности исследуемого тела справедливы следующие физические 
уравнения: 
 )( jiijjjijjiji nnBRnnARRBP −+== δ       (14) 

Естественно считать, что µ  и λ  равны известным в теории упругости коэффициентам 
Ламе ( µ  - модуль сдвига). Постоянные CBA ,,  являются новыми упругими 
постоянными среды. При этом уравнения (13),(14) являются определяющими 
соотношениями для модели среды с симметричным тензором напряжений и упругими 
внутренними связями типа объемных и поверхностных винклеровских оснований. .С 
учетом полученных определяющих соотношений нетрудно записать и вариационное 
равенство, определяющее математическую модель( ,0=Lδ ,UAL −= A -работа внешних 

сил на векторе перемещений kR ).  

Вопрос окончательной формулировки среды представляется весьма важным. 
Выбор окончательного списка физических постоянных  в (12) должен диктоваться тем, 
что исследуемая модель среды не должна противоречить в принципе известным 
экспериментальным данным. Модель не должна противоречить известным 
экспериментальным фактам и ни для каких частных случаев. Для данной модели модель 
ньютоновской жидкости является частным случаем. Достаточно принять модуль сдвига 
равным нулю ( 0=µ ). Известно, и подтверждено экспериментально, что для 
однородного состояния при гидростатическом давлении  выполняется условие 

const=θ .  С учетом закона Гука имеем для давления, constp = . Аналогично, 
экспериментально доказано существование однородных состояний, в классической 
теории упругости с соотношением Коши, в частности, на примере растяжения и сдвига. 
Нетрудно видеть, однако, что вариационная постановка (12)-(14) не позволяет получить 
ни однородного решения соответствующего гидростатическому давлению, ни 
однородных решений соответствующих растяжению и сдвигу, если только  

.0,0,0 ≠≠≠ BAC  Отсюда с необходимостью следует, что  для  корректного 
описания исследуемой модели следует принять .0,0,0 === BAC  Таким образом, 
использование предложенного алгоритма приводит к вариационной постановке задачи 
теории упругости если в качестве кинематических связей ввести симметричные 
соотношения Коши. 

 
3.2. Модель простейшей несимметричной теории упругости 

Рассмотрим теперь модель, где несимметричные соотношения Коши являются 
кинематическими связями:   

jiijkkijijij RЭd ,)3/1( =−+= ωθδγ  

Покажем, что в результате удается построить простейшую теорию среды с 
несимметричным тензором напряжений. В соответствии с предлагаемым алгоритмом 
имеем: 

     =−−+=−= ∫∫∫∫∫∫ dVRЭdVRdU jiijkkijijijjiijij ),3/1(),( ωθδγδσδσδ   

    ( ) dFRndVRЭ ijijijijkijkijkkijijij ∫∫∫∫ −++−++= δσδσδωσδθσδγτσ ],)()3/1([  (15) 

Здесь ijσ - тензор множителей Лагранжа, описывающий спектр взаимодействий, 

соответствующих введенным кинематическим связям; ( ) ij)3/1()2/1( δσσστ kkjiijij −+=  

В результате, считая, что вариационная линейная форма (15) интегрируема (существует 
потенциальная энергия), можно получить:  

dFUdVUU FV ∫∫∫∫∫ += , ( ) ( ),,,,,0
kkijVkijVV RURdUU ωθγ== )( kFF RUU = . 
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Здесь, также как и ранее, будем исключать из списков аргументов для плотностей 
потенциальной энергии вектор перемещений. Тогда, рассматриваемая модель среды не 
будет противоречить известным экспериментальным данным. Окончательно,  
потенциальная энергия имеет вид 

dVUU V∫∫∫= ,  ( ) ( )kijVijVV UdUU ωθγ ,,== .   (16) 

Условия интегрируемости линейной вариационной формы (существования 

потенциальной энергии) дают уравнения закона Гука ./ ijVij dU ∂∂=σ  В соответствии с 

принципом Лагранжа  ( 0=Lδ ) имеем 

 0)(),( =−++= ∫∫∫∫∫ dFRnPdVRPL ijij
F

ii
V

ijij δσδσδ  

где dFPdVRPAUAL F
ii

V
i ∫∫∫∫∫ +=−= , , A  работа внешних сил, приложенных в 

объеме V
iP  и на поверхности F

iP . 

Записанное вариационное равенство с учетом уравнений закона Гука дает 
математическую постановку задачи в перемещениях для классических сред с 
несимметричным тензором напряжений. 

Рассмотрим модель сред с несимметричным тензором напряжений более 
подробно. Для физически линейной постановки плотность потенциальной энергии (16) 
является квадратичной формой аргументов, с учетом их тензорной размерности. 
Запишем Лагранжиан в следующем виде: 

 dVAL kkijij ]4)32)(6/1(2[)2/1( 2 ωωχθλµγµγ +++−= ∫∫∫ .   (17) 

Здесь  ijkjijik ЭdVR
V

R ],
1

,)[2/1( ∫∫∫−−=ω , χ -новая физическая постоянная 

Отметим, что здесь в качестве одной из обобщенной координат принят псевдовектор 

kω  а не псевдовектор поворотов ijkjik ЭR ,)2/1(−=ω . Это вполне допустимо, если будет 

доказано следующее условие эквивалентности:  )()( kkkk LL ωωωω = . 

Очевидно, что, по определению, kω  самоуравновешаны: 0
1 ≡∫∫∫ dV
V kω .  

Запишем вариацию потенциальной энергии:  

dVRЭ

dVU

jiijkkijij

kkijij

,]2)32)(3/1(2[)2/1(

]4)32)(3/1(2[)2/1(

δωχθδλµµγ

ωδωχθδθλµδγµγδ

−++=

=+++=

∫∫∫

∫∫∫
 

Применение формулы Грина jiij RU ,/ ∂∂=σ  дает следующее уравнение закона Гука: 

ijkkijijij Эωχθδλµµγσ 2)32(
3

1
2 −++=  

При этом легко убедиться, что тензор напряжений удовлетворяет следующему условию 

самоуравновешанности 0
1 ≡∫∫∫ dVЭ
V ijkijσ . В результате можно записать полную 

вариационную математическую постановку модели 

0}]),,(
1

[],,)(,)[({

],)(,)[(

=−++−++−+

++−+++=

∫∫∫∫∫

∫∫∫

ijijjijijkkijji
F

i

i
V

iijjjji

RndVRR
V

nRRRP

dVRPRRL

δχδλχµχµ

δχλµχµδ
 

Получим необходимые и достаточные условия инвариантности рассматриваемой 
модели при преобразовании поворота системы координат. Положим nmimnii ЭxRR Ω+=′   

и kkk Ω+=′ ωω . Непосредственно из определения величины kω , найдем  
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dVdV kkkk ωωχωωχ ∫∫∫∫∫∫ =′′ ] .  

Учитывая записанное равенство, получим 

 

kknijkj
F

iijkj
V

i

nmimn
F

inmimn
V

ii
F

ii
V

i

i
F

ii
V

i

MLdFЭxPdVЭxPUA

UdFЭxPdVЭxPdFRPdVRP

UdFRPdVRPUAL

Ω−=Ω+−−=

=−Ω+Ω++=

=−′+′=−′=′

∫∫∫ ∫∫

∫∫∫ ∫∫∫∫∫ ∫∫

∫∫∫ ∫∫

)(

)()(  

Отсюда следует, что необходимым и достаточным условием инвариантности является 
равенство нулю момента внешних сил:  

0=kM ,    dFЭxPdVЭxPM ijkj
F

iijkj
V

ik ∫∫∫ ∫∫+= . 

Действительно, из условия LL =′  следует, что 0=Ω kkM . Так как kΩ  - произвольно, 

то имеем доказательство достаточного условия: 0=kM . Доказательство 

необходимости условия 0=kM  очевидно: из 0=kM  в записанном выше равенстве, 

следует, что LL =′ . 
Таким образом при выполнении необходимого и достаточного условия инвариантности 

0=kM  имеет место равенство ),()( kkkk LL ωωωω ≡  и лагранжиан (17) инвариантен 

относительно преобразований поворота системы координат. Таким образом, 
простейший вариант несимметричной теории может быть сформулирован 
относительно «самоуравновешанной» части вектора поворотов. Это справедливо для 
односвязной области. Может быть сделано обобщение и на многосвязную область. 
 

3.3. Модель среды с сохраняющимися дислокациями – 
среда Папковича-Коссера [17] 

Кинематика такой среды описывается соотношениями (1) и (6)-(8). Для сред Папковича-
Коссера непрерывными обобщенными переменными являются вектор перемещений 

среды iR , непрерывная и интегрируемая часть тензора дисторсии  0
ijd ; непрерывная 

(но неинтегрируемая) часть тензора дисторсии Ξ
ijd ; и тензор плотности дислокаций ijΞ . 

Кинематические связи определяются несимметричными соотношениями Коши 
следующими уравнениями и неоднородными соотношениями Папковича: 

0, ijji dR =   

ijnmjminkkininij ЭЭd Ξ=−+= ΞΞΞΞ ],)3/1([ ωδθγ       (18) 

В соответствии с "кинематическим" вариационным принципом возможную работу 
внутренних сил на связях (18) следует представить в виде: 

dVЭdmRdU nmjminijijjiijij )],(),([ 0 Ξ−Ξ+−= ∫∫∫ δδσδ .    (19) 

Здесь Uδ  - возможная работа; ijσ  и ijm  - тензоры множителей Лагранжа, которые 

имеют физический смысл реактивных силовых факторов, обеспечивающих выполнение 
соответствующих кинематических связей. 
Представим Uδ  в (19) как линейную форму вариаций своих аргументов. Используя 
интегрирование по частям в слагаемых, содержащих производные, получим: 

 
dFdЭnmRn

dVdЭmmRdU

innmjmijijij

innmjmijijijijijijij

][

],,[ 0

Ξ

Ξ

−−+

++Ξ++=

∫∫

∫∫∫
δδσ

δδδσδσδ
   (20) 

Тогда существует такой потенциал U  (потенциальная энергия), что возможная работа 

Uδ  в (20) является вариацией этого потенциала: UU δδ = :  
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dFUdVUU FV ∫∫∫∫∫ += , );;( 0
ijijijVV ddUU Ξ= Ξ ,  )( Ξ= ijFF dUU   (21) 

Отметим, что из списков аргументов для плотностей потенциальной энергии исключен 
вектор перемещений. Тогда рассматриваемая обобщенная модель среды с 
масштабными эффектами не будет противоречить в частном случае классической 
теории и известным экспериментальным данным.  
Вычисляя вариацию Uδ  найдем: 

,,,
0 ΞΞ

σ
ij

V
in

ij

V
ij

ij

V
ij

d

U
p

U
m

d

U

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=  Ξ
Ξ nmijnm
ij

F
ij dA

d

U
M =

∂
∂

=   (22) 

Формулы (22) следует трактовать как обобщенные формулы Грина для объемных и 
поверхностных силовых факторов. Специально выделены новые постоянные ijnmA  

описывающие спектр поверхностных свойств.  Соотношения (22) позволяют записать 
лагранжиан и найти соответствующие уравнения Эйлера: 

0])()[(

]),(),[(

=+−−+

++−+=
Ξ

Ξ

∫∫

∫∫∫
dFdЭnmMRnP

dVdpЭmRPL

innmjmijinijij
F

i

ijijnmjmini
V

ijij

δδσ

δδσδ
    (23) 

Отметим, что аналогично могут быть построены математические модели  более 
сложных сред с микроструктурами, например, среда Сен-Венана, кинематика которой 
была кратко изложена ранее.  

Кратко обсудим далее модель среды с сохраняющимися дислокациями и 
некоторые ее  частные случаи, представляющие интерес для приложений. 
 

4. Модель   среды с сохраняющими дислокациями [17]. 
Рассмотрим вновь плотности потенциальной энергии в объеме и на поверхности. 
Ограничимся рассмотрением физически линейных сред. Тогда VU  определяется как 

квадратичная форма своих аргументов: 

    nmijijnmnmijijnmnmijijnmnmijijnmijijijVV CddCddCddCddUU ΞΞ+++=Ξ= ΞΞΞΞ 332201200110 2);;(22   (24) 

1. Отметим кратко некоторые свойства данной модели. Структура тензоров модулей 
упругости pq

ijnmС , 2,1, =qp  в (24) определяется их разложением по изотропным тензорам 

четвертого ранга, построенным как произведение пары тензоров Кронекера со всеми 
возможными перестановками индексов: 

jnim
pq

jmin
pq

nmij
pqpq

ijnm CCCС δδδδδδ 321 ++=  ( 2,1, =qp )    

Очевидно, что модули 11
ijnmС  определяют классические «неповрежденные» модули 

упругости,  модули 12
ijnmС и 22

ijnmС  дают учет поврежденности (полей дислокаций). 

«Поврежденные» эффективные модули упругости могут быть явно записаны через эти 
физические параметры. Доказывается, что «поврежденные» модули упругости всегда 

меньше неповрежденных. Наконец, новый модуль упругости 33
ijnmС  имеет размерность 

отличную от размерности классических модулей упругости 11
ijnmС  и определяет 

масштабные эффекты. Для изотропного тела упругие модули можно записать через 

аналоги коэффициентов Ламе pqpq µλ ,  и модули pqχ , определяющие 
несимметричность тензора напряжений: 

qp
ijnm

pq
ijnmjnim

pqpq
jmin

pqpq
nmij

pqpq
ijnm ССС =−+++= ,)()( δδχµδδχµδδλ  (25) 

Можно показать [17], что часть объёмной плотности потенциальной энергии, связанная 
с псевдотензором-источником дислокаций: 
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d

nc

b

ia
inabcd

d

nc

b

ia
cdmabjijnmnmijijnm x

d

x

d
C

x

d

x

d
ЭЭCC

∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

∂
∂

=ΞΞ
ΞΞΞΞ

333333 )(   

определяет быстроменяющуюся, локальную часть потенциальной энергии дислокаций. 
Остальная часть объёмной плотности потенциальной энергии является медленно 
меняющейся и определяется как сумма потенциальных энергий трех типов дислокаций: 
γ - дислокаций, θ - дислокаций и ω -дислокаций. Следовательно, медленно 
меняющаяся часть энергии деформации не содержит перекрестных членов от 
указанных типов дислокаций и является аддитивной формой относительно компонент 
свободной дисторсии. Отметим, что для приближенных оценок, вероятно, можно 
пренебречь локальной, быстро изменяемой частью энергии. При этом действительно 
имеет место аддитивность в разложении плотности потенциальной энергии 
относительно компонент свободной дисторсии. Это обстоятельство может 
использоваться в качестве обоснования предложенной выше новой классификации 
типов дислокаций.   
Запишем уравнения закона Гука (22) для объёмных силовых факторов: 

nmijnmijnmijnmmnijnmijnmijnmmnijnmij CmdCRCpdCRC Ξ=+−=−= ΞΞ 3322211211 ,,,,σ   (26) 

Обобщенные импульсы ijσ , ijp , ijm  в (26) зависят не только от обобщенных скоростей 

mnR , , ijΞ , но и от обобщенных координат Ξ
ijd .  Из (26) следует, что наряду с тензором 

напряжений ijσ  в таких средах имеют место дополнительные силовые факторы - 

"дислокационные" напряжения ijp  [10]. Положим, что 012 =ijnmС . В этом случае общая 

краевая задача распадается на краевую задачу относительно перемещений iR  и 

краевую задачу относительно свободной дисторсии Ξ
ijd . При этом краевая задача 

относительно перемещений при дополнительном предположении 011 =χ  (теория 
упругости с симметричным тензором напряжений) совпадает с классической теорией 
упругости. Тогда силовой фактор ijσ  приобретает смысл классических напряжений. 

Соответственно, силовой фактор ijp  приобретает смысл  винклеровской реакции в 

уравнениях равновесия моментных напряжений. При 012 ≠ijnmС  происходит взаимное 

возмущение классического поля перемещений и чисто дислокационных состояний. 
Перекрестные члены в уравнениях закона Гука для ijσ  и ijp  и отражают эти 

возмущения. Эти же соображения дают алгоритм решения общей краевой задачи 
методом последовательных приближений. 

Для гладкой поверхности всегда существует естественно выделенное 
направление - нормаль к поверхности. Уравнения закона Гука для внутренних силовых 
факторов на поверхности должны иметь трансверсально-изотропный характер и, в 
результате, кинематические факторы, связанные с нормалью к поверхности и с 
касательной плоскостью, будут входить в эти уравнения закона Гука неравноправно. 
Рассмотрим выражение для поверхностной части возможной работы. Первое слагаемое 
в нем полностью соответствует классическому представлению. Оно появляется в 

результате интегрирования по частям выражения dVR jiij )],([ δσ∫∫∫  в равенстве (20). 

Второе слагаемое в выражении поверхностной части возможной работы является 
неклассическим, обязано своим появлением «кинематическому» вариационному 
принципу построения модели и связано с поверхностной энергией адгезии FU . 
Доказано утверждение[17] о том, работа моментных напряжений (23) на поверхности 
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тела совершается не на всех девяти компонентах тензора свободной дисторсии Ξ
ind , а 

только на шести из них )( nkknik nnd −Ξ δ : 

dFnndЭnmdFdЭnm nkkniknmjmijinnmjmij )( −= ΞΞ
∫∫∫∫ δδδ  

В результате поверхностная плотность потенциальной энергии имеет вид:  

)()()2/1( jqqjiqmppmnpijnmF nndnndAU −−= ΞΞ δδ    

Поэтому список аргументов поверхностной плотности потенциальной энергии в (21) 
уточняется. Уточненный список аргументов определяется теперь шестью «плоскими» 
компонентами тензора свободной дисторсии )( mppmim nnd −Ξ δ : ))(( jkkjikFF nndUU −= δΞ . 

 Выражение для плотности поверхностной потенциальной энергии приобретает вид: 
ΞΞΞΞ =−−= ijnmijnmiqnpjqqjmppmijnmF ddAddnnnnAU *)2/1())(()2/1( δδ  

Адгезионным модулям может быть дана четкая физическая трактовка и они 

выражаются для данной модели через четыре адгезионных параметра FFF χλµ ,,  и 
Fδ (адгезионные модули):. 

)],)()(())()((

)())(([*

njjnmiim
FF

mjjmniin
FF

mjjmni
F

mnnmjiij
F

ijnm

nnnnnnnn

nnnnnnnnA

−−−+−−++

+−+−−=

δδχµδδχµ

δδδδλ
 (27) 

Коэффициенты )( FF λµ + определяют поверхностное натяжение, Fµ и Fχ  определяют 
в совокупности энергию формоизменения и энергию скручивания в плоскости, 

касательной к поверхности; величина Fδ связана с определение энергии изгиба 
поверхности.    В общем случае лагранжиан имеет вид: 

  
dFddA

dVCddCdRCRRCAL

ijnmijnm

ijnmijnmijnmijnmijmnijnmjimnijnm

ΞΞ

ΞΞΞ

∫∫

∫∫∫
−

−ΞΞ++−−=
*

33221211

)2/1(

},2,,{)2/1(
  

Напомним, что на основе кинематического анализа предложена классификация 
дислокаций, позволяющая выделить три типа дислокаций: γ -дислокации, θ -
дислокации, ω -дислокации. Эта классификация, дает новую как физическую, так и 
кинематическую трактовку дислокаций, так как отражает связь дислокаций с 
формоизменением - γ , с изменением объема θ  (пористость) и со скручиванием ω  
(вихри или спины). Каждой точке среды с сохраняющимися дислокациями 
приписывается двенадцать степеней свободы: три компоненты перемещений iR , три 

компоненты вращений Ξ
kω  и шесть компонент деформиции ijijij δθγε ΞΞΞ +=

3

1
. 

Предложенная классификация, фактически позволяет прогнозировать и частные случаи 
сред с сохраняющимися дислокациями, когда в среде доминируют лишь один или два 
типа дислокаций. В таких частных моделях удается сократить количество степеней 
свободы, что существенно облегчает исследование отдельных свойств сред с 
сохраняющимися дислокациями.  Приведем некоторые возможные примеры частных 
моделей: 
Частный случай 1. Доминирующими являются дислокации, порожденные только 
свободными поворотами Ξωk . Это - «классический» вариант модели сред Коссера с 

шестью степенями свободы iR  и Ξ
kω . В такой среде 0=Ξ

ijγ  и 0=Ξθ . Тензор свободной 

дисторсии определяется соотношением ijkkij Эd ΞΞ −= ω .  
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Частный случай 2. Доминирующими являются дислокации, порожденные только 

свободным изменением объёма Ξθ . Это - модель пористой среды с четырьмя 

степенями свободы iR , Ξθ . В такой среде 0=Ξ
kω  и 0=Ξ

ijγ . Тензор свободной 

дисторсии определяется соотношением ijijd δθ ΞΞ = )3/1( .  

Частный случай 3. Доминирующими являются дислокации, порожденные только 
свободным изменением формы Ξ

ijγ . Это - модель среды с двойникованием с восемью 

степенями свободы iR , Ξ
ijγ . В такой среде 0=Ξ

kω  и 0=Ξθ . Очевидно, что при этом 
ΞΞ = ijijd γ .  

Отметим также, что использование кинематического вариационного подхода  и  
детальный анализ граничных условий, дал возможность сформулировать 
непротиворечивую  и согласованную краевую задачу для сред с сохраняющимися 
дислокациями с девятью граничными условиями в каждой неособенной точке 
поверхности. Следует напомнить, что при последовательной вариационной 
формулировке задачи, всегда достигается согласованность математической постановки. 
Порядок задачи фактически определяется количеством независимых граничных 
условий.  Отметим, что в наиболее последовательной теории сред с микроструктурами 
Миндлина[10], краевая задача содержит двенадцать краевых условий, что не 
соответствует общему порядку разрешающих уравнений.  По-видимому, это связано с 
тем, что в работе [10] не был установлен вид поверхностной плотности потенциальной 
энергии, соответствующий адгезионным взаимодействиям, и не был дан анализ работы 
этих поверхностных взаимодействий. 
  

5. Некоторые частные модели сред с сохраняющимися дислокациями  
Рассмотрим некоторые частные случаи общей теории сред с сохраняющимися 
дислокациями. 
 

5.1. Классическая среда Коссера [17] 
Рассмотрим частный случай сплошной среды, когда тензор свободной дисторсии 

ijkkijijij Эd ΞΞΞΞ −+= ωδθγ )3/1(  определяется только свободными поворотами, а 

свободные деформации равны нулю 0=Ξ
ijγ , 0=Ξθ . В этом случае имеем среду с 

шестью независимыми степенями свободы - тремя компонентами вектора перемещений 

iR  и тремя компонентами псевдовектора свободных поворотов Ξ
kω . Каждая точка 

такого континуума ведет себя как абсолютно жесткое тело: может смещаться и 
поворачиваться, в отличие от точек классической среды Коши, которые могут только 
смещаться. Такая кинематика является характерной для классических сред Коссера. 
Построим такой частный случай теории сред с сохраняющимися дислокациями и 
сравним соответствующие краевые задачи. Тензор свободной дисторсии здесь 
определяется соотношением:  

)( ijkkij Эd ΞΞ −= ω          (28) 

Псевдотензор дислокаций ijΞ  записывается следующим образом: 

0),,()(,, ≠−=−−=−=Ξ ΞΞΞΞ
ijkkijimkjijkmmknmjinkmkij ЭЭ δωωδδδδωω  

Таким образом, в модели сред Коссера тензор плотности дислокаций  отличен от нуля. 
Нетрудно убедиться, что выполняется и закон сохранения дислокаций. Следовательно, 
теория сред Коссера является частным случаем теории сред с сохраняющимися 
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дислокациями. Тогда с учетом формул (22), (23), (28) Лагранжиан  сред Коссера 
приобретает следующий вид [17] 

dVnnnn

dV
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AL

qpqp
F

qppq
F

mnjijnimjminnmij

kkk
o
kkk

jimnnmijjnimjmin

nmij
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ΞΞΞ
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−−+++++
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++−=
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ωωχδδ

ωωδδχµδδχµδδλµ
ωωχωωχωωχ

δδδδδδµ

δδλµ
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]},,])()()42[(
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,,)]3/1))(2/((2
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333333333333
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 Общий вид Лагранжиана (и потенциальной энергии) позволяет записать уравнения 
закона Гука для сред Коссера, : 
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Вариационное уравнение теории сред Коссера  приобретает вид: 

0)()(

])()[(
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∂
∂
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∂
∂

=

Ξ

Ξ

∫∫∫∫
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    (30) 

С учетом (29) уравнения равновесия, уравнения моментов и граничные условия в (30)  
можно переписать в кинематических переменных. Разрешающие уравнения имеют вид: 
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Соответственно, связанная краевая задача (29)(30) дает шесть граничных условий в 
каждой неособенной точке поверхности тела.  
 

5.2. Теория пористых сред [17]. 

Рассмотрим  следующий частный случай общей теории, в котором доминируют только 

θ  -дислокации. В этом случае 0≠Ξθ , 0=Ξ
ijγ , 0=Ξ

kω . Имеем ijijd δθ ΞΞ = )3/1( . 

Псевдотензор-источник дислокаций записывается следующим образом: 

 0,)3/1(, ≠−==Ξ ΞΞ
ijkknmjminij ЭЭd θ ,  0, =Ξ jij . 
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Таким образом, в представленной теории пористых сред тензор плотности дислокаций  
отличен от нуля, следовательно, она также является частным случаем теории сред с 
сохраняющимися дислокациями. Для этой теории  Лагранжиан принимает вид[17]: 
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В соответствии с (22) уравнения закона Гука теории пористых сред принимают вид: 
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Отметим, что и здесь, как и в теории Коссера,  определяются и дислокационные 
напряжения и моменты (несмотря на то, что эта среда с симметричным тензором 
напряжений Коши).  Запишем  вариационное равенство теории пористых сред: 
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 (31) 

Вариационное уравнение (31) дает полное описание краевой задачи  теории пористых 
сред: имеется четыре разрешающих уравнения относительно четырех искомых 

функций iR  и Ξθ   и  четыре граничных условия  в каждой неособенной точке 

поверхности.  
Аналогично может быть рассмотрена и теория сред с  двойникованием, которая 

представляет значительный интерес с точки зрения моделирования фазовых 

превращений. В этом случае 0=Ξθ  и 0=Ξωk , а тензор свободной дисторсии 

приобретает вид: ΞΞ = ijijd γ . Псевдотензор-источник дислокаций записывает следующим 

образом: nmjminij Э,Ξ=Ξ γ  , и 0, =Ξ jij .  Следовательно теория сред с двойникованием 

является частным случаем теории сред с сохраняющимися дислокациями.  
Достаточно подробное описание и анализ теории сред Коссера, теории пористых сред и 
сред с  двойникованием, дано в недавней работе[17]. 
В заключении кратко остановимся на модели среды Аэро-Кувшинского, которая  
является частным случаем теории сред Коссера.  
 

5.3. Модель сред Аэро-Кувшинского [17] 
Модель сред Аэро-Кувшинского [13]  строится  с использованием гипотезы о 
существовании кинематической связи между спинами и вихрями перемещений. 
Гипотеза Аэро-Кувшинского может быть записана в виде:  

pqkqpk ЭR ,χω −=Ξ          (32) 
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При такой «жесткой» гипотезе спины агебраически могут быть исключены из 
лагранжиана сред Коссера. Таким образом, в модели Аэро-Кувшинского основными 
неизвестными могут быть выбраны только перемещения и относительно них может 
быть сформулирован Лагранжиан. При этом, плотность дислокаций в модели Аэро-

Кувшинского отлична от нуля. Ненулевые спины Ξ
kω  связаны гипотезой (32) с 

перемещениями. Они определяют соответствующий не нулевой псевдотензор-источник 

дислокаций в теории Аэро-Кувшинского: 0,),,( ≠=−=Ξ ΞΞ
pqjiqpijkkijij ЭRχδωω  

Таким образом, в модели сред Аэро-Кувшинского тензор плотности дислокаций  
отличен от нуля и выполняется  закон сохранения дислокаций 0, =Ξ jij . Следовательно, 

теория сред Аэро-Кувшинского является частным случаем теории сред с 
сохраняющимися дислокациями.  Вариационное уравнение модели Аэро-Кувшинского 
нетрудно получить из вариационного уравнения модели Коссера с учетом 
дополнительно введенной кинематической связи (32)[17]: 
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где используются следующие обозначения: ,),)(/( 2212
ijkijnmjmin

V
k ЭpЭm +−= Ξχχµ  

)())(/( 2212
nppnipknmjmijin

F
k nnЭЭnmM −+−= δχχµ  

Заметим, что характерной чертой модели сред Аэро-Кувшинского является то, что в 
каждой неособенной точке поверхности вариационное уравнение дает не шесть (как в 
модели Коссера), а пять граничных условий, ибо 0≡ijkji Эnn  и поэтому   
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Таким образом, вариационное уравнение сред Аэро-Кувшинского приобретает 
следующий окончательный вид: 
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Модель Аэро-Кувшинского, как прикладная модель, интересна по следующим 
причинам:  
1. Модель Аэро-Кувшинского сформулирована только в перемещениях, что 

удобно и наглядно.  
2. Основные свойства среды описывается уравнениями в перемещениях, однако 

краевая задача  является более простой. 
3. «Жесткая» гипотеза Аэро-Кувшинского о пропорциональности спинов и вихрей 

позволяет перенести эту гипотезу на общий случай сред с сохраняющимися 
дислокациями и сформулировать обобщенную гипотезу Аэро-Кувшинского в 
следующем виде:  

ijjiijkkij cRbRaRd ,,, ++=Ξ δ         (33) 

Гипотеза Аэро-Кувшинского в виде (33) дает возможность сформулировать 
прикладную теорию сред в перемещениях с шестью граничными условиями в каждой 
неособенной точке поверхности тела. Именно с использованием обобщенной гипотезы 
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Аэро-Кувшинского был развит основе простейший вариант континуальной теории 
межфазных взаимодействий[7],[8], [18],[19]. Эта теория позволила смоделировать и 
объяснить известные масштабные эффекты в механике мелкодисперсных композитов, 
определяемые когезионными и адгезионными, локальными взаимодействиями. 

 
Заключение 

В работе исследуются модели континуальных сред с микроструктурой, которая 
определяется кинематикой различной сложности. Строятся корректные 
математические модели, включающие определяющие уравнения, разрешающие 
уравнения и граничные условия. Для формулировки моделей используется 
кинематический вариационный принцип, согласно которому общий вид функционала 
энергии для исследуемой среды находится по заданным кинематическим связям. При 
этом спектр внутренних взаимодействий полностью определяется системой 
кинематических связей, реализующихся в среде. Развивается алгоритм построения 
моделей сред с обобщенной кинематикой. Приводятся примеры получения 
математических моделей сред, начиная с классической симметричной теории 
упругости и вплоть до усложненных континуальных моделей сред, учитывающих 
масштабные эффекты в объеме и на поверхности тел. Предложен общий вариант 
теории сред с сохраняющимися дислокациями, который обобщает известные модели 
сред с микроструктурой Миндлина, Тупина, Коссера и пр. Рассматриваются частные 
модели сред, представляющие интерес с точки зрения приложений. 
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